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指派问题的数学模型
• 指派问题(Assignment Problem)

▫ 又称分配问题，是一种特殊的整数线性规划问题。

▫ 标准形式的指派问题：

 假定有𝑛项任务分配给𝑛个工人完成，要求每人完成其
中一项，且每项只能由其中一人完成。设工人𝑖完成任
务𝑗所需的时间为𝑐𝑖𝑗，应如何分配使总的效率最高(或

所需总时间/费用/成本最少)。

 一般称矩阵 𝐶 = 𝑐𝑖𝑗 𝑛×𝑛
为指派问题的效率/费用矩阵。

在实际问题中，根据𝑐𝑖𝑗的具体意义，矩阵𝐶可以有不

同的含义，如费用、成本、时间等。
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指派问题的数学模型
• 标准形式指派问题的数学模型

min 𝑧 =σ𝑖=1
𝑛 σ𝑗=1

𝑛 𝑐𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗

𝑠. 𝑡.

σ𝑗=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑖 = 1,… , 𝑛

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1,… , 𝑛

𝑥𝑖𝑗 = 0或1

其中 𝑥𝑖𝑗 = ቊ
1，工人𝑖完成任务𝑗

0，否则
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每个工人必完成且
只完成一个任务

每个任务必有且只
有一个工人完成



指派问题的求解算法—匈牙利法
• 相关知识
▫ 指派问题是一种特殊的运输问题，可以用求解运输问题
的表上作业法求解指派问题。但是，利用指派问题的结
构特点，可以有更为简便的解法—匈牙利法。
 虽然匈牙利法与运输问题模型无关，但这种算法也是
基于单纯形法的。

▫ 1955年，库恩(H. W. Kuhn)利用匈牙利数学家D. König
关于矩阵中独立零元素定理，提出了一种求解指派问题
的算法，称为匈牙利算法。后来该算法虽有不断改进，
但仍沿用此名称。
 H. W. Kuhn. The Hungarian method for the assignment 

problem. Naval Research Logistics Quarterly, vol. 2(1-2): 
83-97, 1955.

 独立零元素：矩阵中处于不同行不同列的零元素。
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指派问题的求解方法—匈牙利法
• 相关知识
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Lec10-HungarianMethod-Kuhn.pdf
Lec10-HungarianMethod-Kuhn.pdf


指派问题的求解算法—匈牙利法
• 相关知识

▫ 解矩阵：一个𝑛 × 𝑛的标准形式指派问题的任何可行解由𝑛 × 𝑛个满
足约束条件的数𝑥𝑖𝑗组成，这些𝑥𝑖𝑗中，有𝑛个为1，其余均为0，且这

𝑛个1位于解矩阵(𝑥𝑖𝑗)𝑛×𝑛的不同行不同列，由此确定了𝑛个相应的

𝑐𝑖𝑗也位于费用矩阵的不同行不同列上，从而相应可行解的目标函

数值由这𝑛个𝑐𝑖𝑗之和确定。

▫ 结论：若一𝑛 × 𝑛指派问题的费用矩阵的所有元素𝑐𝑖𝑗 ≥ 0，且有𝑛个

独立零元素，则相应这些独立零元素位置𝑥𝑖𝑗 = 1，其余𝑥𝑖𝑗 = 0的

解(矩阵)为该指派问题的最优解。

▫ 定理1：若将指派问题费用矩阵(𝑐𝑖𝑗)𝑛×𝑛的任一行（或列）各元素分

别减去该行（或列）的最小元素，得到新费用矩阵(𝑐𝑖𝑗
′ )𝑛×𝑛，则新

指派问题与原指派问题同解。

▫ 定理2：矩阵中位于不同行不同列的零元素(即独立零元素)的最多
个数等于覆盖所有零元素的最少直线数。
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指派问题的求解算法—匈牙利法
• 算法步骤
▫ 第一步：变换费用矩阵，使每行每列都出现0元素。

 (1) 每行减去该行的最小元素；

 (2) 再从所得费用矩阵的每列减去该列的最小元素。

▫ 第二步：进行试指派，以寻求最优解。

 (1) 从零元素最少的行（列）开始，对一个零元素加圈（记作⓪，
表示一种指派），同时对同行同列的其他零元素标记∅（以防止
接下来的指派落在此行此列上）；如果该行（列）被考虑的零元
素（已标记∅的零元素不再考虑）多于一个，则要加圈的零元素
所在的列（行）应当是含剩余零元素最少的（表示选择性多的要
“礼让”选择性小的）。反复进行，直到所有零元素都已圈出和
划掉为止。

 (2) 若⓪元素的数目𝒎等于费用矩阵的阶数𝒏，则该指派问题的
最优解已得到。若𝑚 < 𝑛，则转入下一步。
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指派问题的求解算法—匈牙利法
• 算法步骤
▫ 第三步：作最少的直线覆盖所有零元素，以确定当前矩阵中
能找到的最多的独立零元素数𝑙。
 (1) 对没有⓪的行打√号；
 (2) 对已打√号的行中所有∅元素所在的列打√号；
 (3) 再对打√号的列中所有⓪元素所在的行打√号；
 (4) 重复(2)(3)，直到得不出新的打√号的行、列为止；
 (5) 对没有打√号的行划一横线，对打√号的列划一竖线，从而得到
覆盖当前矩阵中所有零元素的最少直线数𝑙（=该矩阵的最多独立零
元素数）。

 若𝑙 < 𝑛, 则转入第四步; 若𝑙 = 𝑛, 而𝑚 < 𝑛, 则回到第二步, 另行试探。

▫ 第四步：变换当前费用矩阵，使之增加新的零元素。
 在没有被直线覆盖的元素中找出最小元素，然后将打√号的行的各
元素都减去这最小元素，将打√号的列的各元素都加上这最小元素
（以保证原来的零元素仍为零元素），得到新费用矩阵（其最优解
与原问题的最优解相同），返回第二步。
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指派问题的求解算法—匈牙利法
• 例4有一份说明书，要分别译成英、日、德、俄四种
文字，交甲、乙、丙、丁四个人去完成。因各人专长
不同，他们完成翻译不同文字所需的时间（小时）如
下表所示。应如何指派，使这四个人分别完成这四项
任务所需的总的时间为最小。
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人员
任务

译成英文 译成日文 译成德文 译成俄文

甲 2 10 9 7

乙 15 4 14 8

丙 13 14 16 11

丁 4 15 13 9



指派问题的求解算法—匈牙利法
• 解：

第一步：变换费用矩阵
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min

2 10 9 7 2 0 8 7 5 0 8 2 5

15 4 14 8 4 11 0 10 4 11 0 5 4

13 14 16 11 11 2 3 5 0 2 3 0 0

4 15 13 9 4 0 11 9 5 0 11 4 5

min  0  0 5 0

     
     
      
     
     
     



指派问题的求解算法—匈牙利法
• 解(续)：
第二步：进行试指派

其中⓪元素数𝑚 = 3 <矩阵阶数𝑛 = 4，进入第三步。
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0 8 2 5

11 0 5 4

2 3 0 0

0 11 4 5

 
 
 
 
 
 



指派问题的求解算法—匈牙利法
• 解(续)：
第三步：作最少的直线覆盖所有零元素

覆盖当前矩阵中所有零元素的最少直线数𝑙 = 3 <矩阵阶数
𝑛 = 4，转入第四步。
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0 8 2 5

11 0 5 4

2 3 0 0

0 11 4 5

 
 
 
 
 
  √

√
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指派问题的求解算法—匈牙利法
• 解(续)：
第四步：变换当前矩阵，使之增加新的零元素, 返回第二步。

此时⓪元素数𝑚 = 4，等于矩阵阶数𝑛 = 4，已得最优解。

4/15/2020Haiyan Lu    @ Jiangnan University

15

0 8 2 5

11 0 5 4

2 3 0 0

0 11 4 5

 
 
 
 
 
  √

√

√ 0 6 0 3

13 0 5 4

4 3 0 0

0 9 2 3

 
 
 
 
 
 



指派问题的求解算法—匈牙利法
• 解(续)：
最优解对应的解矩阵为

即最优指派方案为：

甲→译成德文

乙→译成日文

丙→译成俄文

丁→译成英文

全部所需时间为4 + 4 + 9 + 11 = 28ℎ。
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0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 
 
 
 
 
 



备注

• 当指派问题的效率矩阵经过变换得到同行和同列中都
有两个或两个以上相同数量的零元素时，可以任选一
行（列）中某一个零元素，再划去同行同列的其他零
元素，这时会出现多重解。

• 对于最大化的指派问题max 𝑧 = σ𝑖σ𝑗 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗，可令

𝑐𝑖𝑗
′ = 𝑀 − 𝑐𝑖𝑗 ，其中𝑀为一足够大的数（通常可取

𝑀 = max{𝑐𝑖𝑗}），使𝑐𝑖𝑗
′ ≥ 0，则以(𝑐𝑖𝑗

′ )𝑛×𝑛为费用矩

阵的最小化指派问题与以(𝑐𝑖𝑗 )𝑛×𝑛为费用矩阵的原最

大化指派问题有相同的最优解。

• 对于非标准形式的指派问题，可以通过添加适当的行
或列，转化为标准形式的指派问题来求解。
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备注
• 多重解示例

▫ 设下述矩阵为某一指派问题求解过程中得到的变化后的
效率矩阵，进行指派得到：

▫ 它有5(= 𝑛)个独立0元素，因此可得到最优解，写
出相应的一个最优解矩阵。
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7 0 2 0 2

4 3 0 0 0

0 8 3 5 0

11 8 0 0 4

0 4 1 4 3

 
 
 
 
 
 
  



备注
• 多重解示例
▫ 本示例中还可得到另一指派方案：

▫ 它也有5(= 𝑛)个独立0元素，从而可以得到相应的
另一个最优解矩阵。
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7 0 2 0 2

4 3 0 0 0

0 8 3 5 0

11 8 0 0 4

0 4 1 4 3

 
 
 
 
 
 
  



非标准形式的指派问题

• 对于非标准形式的指派问题，通常的方法是先将其化
成标准形式，然后再用匈牙利法求解。
▫ 最大化指派问题

 见前述处理方法。

▫ 工人数和任务数不等的指派问题
 可通过添加虚拟的“工人”或“任务”(行或列)来转化成
标准形式的指派问题，其中虚拟行或列中的系数可取为0.

▫ 一个工人可完成几个任务的指派问题

 可将该工人化作相同的几个“工人”来接受指派，这几个
“工人”完成同一个任务的费用系数都相同。

▫ 某个任务不能由某个工人完成的指派问题
 可将相应的费用系数取作充分大的数M。
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非标准形式的指派问题

• 例5已知6个工厂承担4种任务的指派问题的费用
矩阵如下，问应如何分配任务，使总费用最小？
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2675

3425

7346

8583

4417

6263

C



非标准形式的指派问题

• 解：
增加两项假想的任务，相应地在原费用矩阵𝐶上增加两
个零元素列，得到方阵𝐶′，对𝐶′进行求解，从而可以得
到原问题的最优解。
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3 6 2 6 0 0

7 1 4 4 0 0

3 8 5 8 0 0
'   

6 4 3 7 0 0

5 2 4 3 0 0

5 7 6 2 0 0

C
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