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生灭过程
• 生灭过程简介
▫ 生灭过程 (birth-death process)，是系统在任何时刻的
状态为非负整数的一类连续时间随机过程。

▫ 生灭过程是用来处理输入为泊松流、服务时间为负指数
分布这样一类最简单的排队模型的方法。生灭过程排队
系统是一类非常重要且广泛存在的排队系统，在生物学、
物理学等学科领域广泛存在。
 在排队论中，生表示顾客到达，灭表示顾客离去，这样t时
刻的系统状态就构成了一个生灭过程。

 生灭过程反映了一个排队服务系统的瞬时状态随时间变化
的规律。
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生灭过程
• 生灭过程运动规律

▫ 在生灭过程中，生与灭都是随机的，它们的平均发生率依赖于系统
所处的状态。假设一个生灭过程在时刻t所处的状态为n，则生灭过
程的运动遵循以下规律：

 在[𝑡, 𝑡 + ∆𝑡)时间区间内，一个生发生(在大多数排队系统中，即有一个
顾客到达)的概率为 λ𝑛∆𝑡 + 𝑜(∆𝑡)，变量λ𝑛称为系统在状态n处的生率
(单位时间内顾客的平均到达率)。

 在[𝑡, 𝑡 + ∆𝑡)时间区间内，一个灭发生(在大多数排队系统中，即有一个
服务完成)的概率为 𝜇𝑛∆𝑡 + 𝑜(∆𝑡)，变量𝜇𝑛称为系统在状态n处的灭率
(单位时间内顾客的平均离去率).  注意: 𝜇0 = 0.

 生与灭是相互独立的，同一时刻只有一个生或灭发生。

▫ 备注：

 在[𝑡, 𝑡 + ∆𝑡)时间区间内, 多于一个事件 (生或灭)发生的概率为𝑜(∆𝑡)。

 对于M/M/1/∞/∞/FCFS模型，假定有：
λ𝑛 = λ, 𝑛 = 0,1,2, … ; 𝜇0 = 0, 𝜇𝑛 = 𝜇, 𝑛 = 1,2, …
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生灭过程
• 生灭过程稳态概率的计算

▫ 根据生灭过程的运动规律，对于任一生灭过程，使得在时刻𝑡 + ∆𝑡系统状
态为n (𝑛 > 0)的方式有四种(见下表，√表示发生，×表示没有发生)：

▫ 以第一种情况(I)为例：

其中， 𝑃𝑖,𝑗 𝑡 表示给定系统的初始状态(系统在0时刻的状态)为𝑖时，系统

在𝑡时刻的状态为𝑗的概率。（后面的推导中设𝑖 = 0，并记𝑃0,𝑗 𝑡 = 𝑃𝑗 𝑡 ）
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在时刻𝒕的状态
在时间区间[𝒕, 𝒕 + ∆𝒕)

在时刻𝒕 + ∆𝒕的状态 相应序列事件的概率
到达(生) 离去(灭)

𝑛 − 1 √ × 𝑛 𝑃𝑖,𝑛−1 𝑡 λ𝑛−1∆𝑡 + 𝑜 ∆𝑡 = (𝐼)

𝑛 + 1 × √ 𝑛 𝑃𝑖,𝑛+1 𝑡 𝜇𝑛+1∆𝑡 + 𝑜 ∆𝑡 = (𝐼𝐼)

𝑛 × × 𝑛 𝑃𝑖,𝑛 𝑡 1 − λ𝑛∆𝑡 − 𝜇𝑛∆𝑡 − 2𝑜 ∆𝑡 = (𝐼𝐼𝐼)

其他状态 * * 𝑛 𝑜 ∆𝑡 = (𝐼𝑉)

𝑖 𝑛 − 1 𝑛状态

时刻 0 𝑡 𝑡 + ∆𝑡

𝑃𝑖,𝑛−1 𝑡 λ𝑛−1∆𝑡 + 𝑜 ∆𝑡



生灭过程
• 生灭过程稳态概率的计算

▫ 根据生灭过程的运动规律，使得在时刻𝑡 + ∆𝑡系统状态为n (𝑛 > 0)的方式
有四种(见下表)：

▫ 上述四种情况互不相容，因此得到
𝑃𝑛 𝑡 + ∆𝑡 = 𝐼 + 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼 + (𝐼𝑉)

整理得到
𝑃𝑛 𝑡 + ∆𝑡
= 𝑃𝑛 𝑡 + ∆𝑡 λ𝑛−1𝑃𝑛−1 𝑡 + 𝜇𝑛+1𝑃𝑛+1 𝑡 − 𝑃𝑛 𝑡 𝜇𝑛 − 𝑃𝑛 𝑡 λ𝑛
+ 𝑜 ∆𝑡 (𝑃𝑛−1 𝑡 + 𝑃𝑛+1 𝑡 + 1 − 2𝑃𝑛 𝑡 )

= 𝑃𝑛 𝑡 + ∆𝑡 λ𝑛−1𝑃𝑛−1 𝑡 + 𝜇𝑛+1𝑃𝑛+1 𝑡 − 𝑃𝑛 𝑡 𝜇𝑛 − 𝑃𝑛 𝑡 λ𝑛 +𝑜 ∆𝑡
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在时刻𝒕的状态
在时间区间[𝒕, 𝒕 + ∆𝒕)

在时刻𝒕 + ∆𝒕的状态 相应序列事件的概率
到达(生) 离去(灭)

𝑛 − 1 √ × 𝑛 𝑃𝑖,𝑛−1 𝑡 λ𝑛−1∆𝑡 + 𝑜 ∆𝑡 = (𝐼)

𝑛 + 1 × √ 𝑛 𝑃𝑖,𝑛+1 𝑡 𝜇𝑛+1∆𝑡 + 𝑜 ∆𝑡 = (𝐼𝐼)

𝑛 × × 𝑛 𝑃𝑖,𝑛 𝑡 1 − λ𝑛∆𝑡 − 𝜇𝑛∆𝑡 − 2𝑜 ∆𝑡 = (𝐼𝐼𝐼)

其他状态 * * 𝑛 𝑜 ∆𝑡 = (𝐼𝑉)



生灭过程
• 生灭过程稳态概率的计算（续）

▫ 移项，两边除以∆𝑡，并令∆𝑡 → 0，得到微分差分方程(对所有的𝑛 > 0 )：
𝑃𝑛
′ 𝑡 = λ𝑛−1𝑃𝑛−1 𝑡 + 𝜇𝑛+1𝑃𝑛+1 𝑡 − 𝑃𝑛 𝑡 𝜇𝑛 − 𝑃𝑛 𝑡 λ𝑛 (*)

▫ 由于当𝑛 = 0时，有𝑃𝑛−1 𝑡 = 0且𝜇𝑛 = 0，因此对于𝑛 = 0，我们得到
𝑃0
′ 𝑡 = 𝜇1𝑃1 𝑡 − 𝑃0 𝑡 λ0 (**)

这是一个无限系统偏微分方程，理论上可以求解得到𝑃𝑛 𝑡 ，通常实际
求解却非常困难。这里只研究稳态的情况。

▫ 定义稳态概率： lim
𝑡→∞

𝑃𝑛 𝑡 = 𝑃𝑛

则对充分大的𝑡（和任意初始状态）， 𝑃𝑛 𝑡 不会出现太大变化，因此可视
为常数，从而在稳态下( 𝑡充分大)，有：

𝑃𝑛
′ 𝑡 = 0, 𝑃𝑛−1 𝑡 = 𝑃𝑛−1, 𝑃𝑛+1 𝑡 = 𝑃𝑛+1, 𝑃𝑛 𝑡 = 𝑃𝑛

代入(*)式，得到对于𝑛 > 0，有
λ𝑛−1𝑃𝑛−1 + 𝜇𝑛+1𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛𝜇𝑛 − 𝑃𝑛λ𝑛 = 0

即 λ𝑛−1𝑃𝑛−1 + 𝜇𝑛+1𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛(𝜇𝑛 + λ𝑛)
对于𝑛 = 0，由(**)式有

𝜇1𝑃1 = 𝑃0λ0
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生灭过程
• 生灭过程的状态平衡方程

 
λ𝑛−1𝑃𝑛−1 + 𝜇𝑛+1𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛(𝜇𝑛 + λ𝑛) (𝑛 = 1,2, … )

𝑃1𝜇1 = 𝑃0λ0

• 备注
▫ 生灭过程的状态平衡方程表达了如下一个事实，即
在稳态下，进入状态𝑛的转移率必须与离开状态𝑛的转移率相等，
否则，系统不存在稳态。

▫ 可利用生灭过程的状态转移率图，写出状态平衡方程。
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0 1 2 n-1 n n+1

λ1λ0 λ𝑛−1 λ𝑛

𝜇2𝜇1 𝜇𝑛 𝜇𝑛+1

⋯ ⋯状态



生灭过程
• 状态平衡方程的求解

▫ 根据

λ𝑛−1𝑃𝑛−1 + 𝜇𝑛+1𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛(𝜇𝑛 + λ𝑛) (𝑛 = 1,2, … )
𝑃1𝜇1 = 𝑃0λ0

▫ 写出每个状态的平衡方程，求解可得

𝑃1 =
λ0

𝜇1
𝑃0， 𝑃2 =

λ0λ1

𝜇1𝜇2
𝑃0，⋯， 𝑃𝑛 =

λ0λ1…λ𝑛−1

𝜇1𝜇2…𝜇𝑛
𝑃0

令𝑐𝑛 =
λ0λ1…λ𝑛−1

𝜇1𝜇2…𝜇𝑛
，则以上各式可写为：

𝑃𝑛 = 𝑐𝑛𝑃0
▫ 由 𝑛=0

∞ 𝑃𝑛 = 1，可得 𝑃0 1 +  𝑛=1
∞ 𝑐𝑛 = 1

 若 𝑛=1
∞ 𝑐𝑛为有限的，则 𝑃0 =

1

1+ 𝑛=1
∞ 𝑐𝑛

从而进一步求得𝑃1, 𝑃2,…；

 若 𝑛=1
∞ 𝑐𝑛为无限的，则稳态概率不存在。
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