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影子价格
• 设𝐵是原始问题 max 𝑧 = 𝑐𝑋; 𝐴𝑋 ≤ 𝑏; 𝑋 ≥ 0 的一个最优基，
𝑋∗为相应的最优基可行解（假设为非退化）。

• 𝑌∗是对偶问题{min𝜔 = 𝑌𝑏; 𝑌𝐴 ≥ 𝑐; 𝑌 ≥ 0}的与𝑋∗互补对
应的最优基可行解。

• 因此
𝑋𝐵 = 𝐵−1𝑏，𝑌∗ = 𝑐𝐵𝐵

−1

• 从而有
𝑧∗ = 𝑐𝐵𝑋𝐵 + 𝑐𝑁 − 𝑐𝐵𝐵

−1𝑁 𝑋𝑁

= 𝑐𝐵𝐵
−1𝑏 + 𝑐𝑁 − 𝑐𝐵𝐵

−1𝑁 𝑋𝑁

= 𝑌∗𝑏 + 𝑐𝑁 − 𝑐𝐵𝐵
−1𝑁 𝑋𝑁

• 其中N中可能含有松弛变量对应的系数列向量，也可能含
有原有变量对应的系数列向量。
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影子价格
• 对第i个右端项𝑏𝑖进行微小扰动（正或负），使得当前基𝐵
仍然可行，从而可以保持当前基的最优性。

• 因此，记𝐵𝑖
−1为𝐵−1的第𝑖列，则有

𝜕𝑧∗

𝜕𝑏𝑖
= 𝑐𝐵𝐵𝑖

−1 = 𝑦𝑖
∗

• 𝑦𝑖
∗理论上表示相对于𝑏𝑖一个单位增量时最优目标函数值的

改变量（假设当前非基变量取值为零而不考虑当前基解
的可行性），称为第i种资源的影子价格(shadow price)。

• 由于𝑦𝑖
∗ ≥ 0，因此随着𝑏𝑖的增加（减少） 𝑧∗会相应地增加

（减少）或保持不变。
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因为𝑋∗为非退化的最优解𝑧∗ = 𝑐𝐵𝐵
−1𝑏 = 𝑌∗𝑏

注意：第i种资源的影子价格为𝑦𝑖
∗并不是说该种资源增加一个单位，

最优目标函数值的增量就一定为𝑦𝑖
∗，因为此时最优基可能会发生改变。



影子价格
• 备注
▫ (1) 资源的市场价格是资源价值的客观体现，随供求关系
的变化，价格围绕价值波动。而资源的影子价格则有赖于
资源的利用情况，它是当前一组基变量用于获得原始问题
最优解时相应于第𝑖种资源的对偶变量𝑦𝑖

∗的值，即增加一
个单位第𝑖种资源对最优利润的贡献。

 这个贡献因不同企业或同一企业生产任务、产品结构等发生
变化而随之改变。

 原目标函数的量纲不同， 𝑦𝑖
∗的经济意义也不同，可以给予不

同的名称，如影子价格、影子利润、边际价格等。

 从一般经济意义来看，可看作是资源转化为最佳经济效益时
的转化率，它是在目标函数最优值中体现的，可称之为对目
标函数的边际贡献。
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影子价格
• 备注
▫ (2) 资源的影子价格实际上是一种机会成本，反映了企业
经理人员为增加一个单位的额外资源愿意付出的最大费用。

▫ (3) 影子价格还可以反映资源的稀缺程度或利用情况。

 利用互补松弛定理，在达到最优解时，若某种资源有剩余，
则该资源的影子价格为零；若某种资源的影子价格大于零，
则该资源在生产中已耗尽完毕。

 注意当出现退化最优解时，可能会出现某种资源刚好耗尽
（相应松弛变量取值为零），而并非稀缺资源，但其“影子
价格”仍大于零的情况。这时该种资源的任何增量只会带来
该种资源的剩余，而不会增加利润。
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实际上此时该对偶变量的值并不能反映真正的影子价格，因为对该资源量
的微小扰动使得当前最优基变成了非可行基，最优基发生了变化。



影子价格
• 举例说明
本章的引例，即第一章中例2 (常山机器厂利用A、B、C三种设备生产I、
II两种产品，如何安排生产使利润最大？)的线性规划模型为

其对偶问题的模型为

可以用图解法直观地分析影子价格，也可以借助单纯形表来进行分析。
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LP1 max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12
4𝑥1 ≤ 16

5𝑥2 ≤ 15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

LP2 min𝜔 = 12𝑦1 + 16𝑦2 + 15𝑦3

ቐ

2𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 2
2𝑦1 + 5𝑦3 ≥ 3

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0



影子价格
• 举例说明
用单纯形法求解LP1，得到最终单纯形表，可得𝑦1

∗ = 1, 𝑦2
∗ = 0, 𝑦3

∗ = Τ1 5。
因此，三种设备的影子价格分别为1，0， Τ1 5.

▫ 在其他条件不变的情况下，若设备A增加1台时，该厂按最优计划
安排生产可多获利1百元；设备B增加1台时，最优值不变；设备C
增加1台时，可多获利 Τ1 5百元。

▫ 𝑦1
∗ = 1 > 0，由互补松弛性，松弛变量𝑥3

∗ = 0，这说明设备A台时
短缺(在生产中已消耗完毕)，没有剩余；𝑥4

∗ = 4 > 0,则说明设备B
台时有剩余，即使设备B增加1台时，最优目标函数值也不会增加，
因此该资源的影子价格为零，即𝑦2

∗ = 0；𝑦3
∗ = Τ1 5 > 0，说明设备

C台时短缺，没有剩余，因此松弛变量𝑥5
∗ = 0。

▫ 影子价格还反映机会成本，如本例中𝑦1
∗ = 1，因此当第1种资源的

市场价格低于1百元时，可以买进这种资源扩大再生产；相反，当
市场价格高于影子价格时，卖出这种资源则可多获利。
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𝑐𝑗⟶ 2 3 0 0 0

𝑐𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

2 𝑥1 3 1 0 Τ1 2 0 Τ−1 5

0 𝑥4 4 0 0 −2 1 Τ4 5

1 𝑥2 3 0 1 0 0 Τ1 5

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 0 −1 0 Τ−1 5
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