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线性规划的对偶理论
第二章



内容提要

• 线性规划的对偶问题

• 对偶问题的基本性质

• 影子价格

• 对偶单纯形法

• 灵敏度分析

• 参数线性规划
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第1节
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对偶问题的提出

• 什么是对偶？
▫ “修辞方式，用对称的字句加强语音的效果。”

——《现代汉语词典》（修订版）

▫ “实质相同但从不同角度提出的不同提法的一对互为对偶的
问题。如企业怎样充分利用现有人力、物力完成更多任务和
怎样用最少人力物力去完成给定的任务，就是互为对偶的一
对问题。对偶理论是从数量关系上研究这一对问题的性质、
关系及应用的理论和方法。”

——《中国企业管理百科全书》

3/15/2020Haiyan Lu    @ Jiangnan University

5

无论是从理论或实践角度，对偶理论都是线性规划中的
一个最重要和有趣的概念。



对偶问题的提出
• 第一章中例2（常山机器厂利用A、B、C三种设备生产I、

II两种产品，如何安排生产使利润最大？）的线性规划模
型（LP1）为

• 现从另一角度提出问题。

• 假定有另一四海机器厂，为扩大生产想收买常山机器厂拥
有的设备资源。问：四海机器厂应至少付出多大代价，才
能使常山机器厂愿意放弃生产活动，出让自己的资源？
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LP1 max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12
4𝑥1 ≤ 16

5𝑥2 ≤ 15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

产品资源
产品I 产品II 现有条件

设备A 2台时/件 2台时/件 12台时
设备B 4台时/件 0台时/件 16台时
设备C 0台时/件 5台时/件 15台时

产品获利 2百元/件 3百元/件



对偶问题的提出
• 设常山机器厂将出让资源(设备A、B、C台时)的单价分别
定为𝑦1、 𝑦2、 𝑦3百元。

• 常山机器厂愿意出让资源的条件是：出让收入(租金)不低
于用同等数量资源由自己组织生产时的获利。因此有

2𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 2
2𝑦1 + 5𝑦3 ≥ 3

• 常山机器厂出租拥有的A、B、C设备的全部台时的收入为
12𝑦1 + 16𝑦2 + 15𝑦3

• 四海机器厂希望用最小的代价把常山机器厂的全部资源收
买过来，因此有

min𝜔 = 12𝑦1 + 16𝑦2 + 15𝑦3

3/15/2020Haiyan Lu    @ Jiangnan University

7

产品资源
产品I 产品II 现有条件

设备A 2台时/件 2台时/件 12台时
设备B 4台时/件 0台时/件 16台时
设备C 0台时/件 5台时/件 15台时

产品获利 2百元/件 3百元/件



对偶问题的提出
• 因而可得另一线性规划模型（LP2）：

• 若将LP1作为线性规划问题的原始问题(primal problem)，
则LP2称为线性规划问题的对偶问题(dual problem)。
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LP2 min𝜔 = 12𝑦1 + 16𝑦2 + 15𝑦3

ቐ

2𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 2
2𝑦1 + 5𝑦3 ≥ 3

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0



对偶问题的提出
• 原始问题

• 对偶问题
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LP2
min𝜔 = 12𝑦1 + 16𝑦2 + 15𝑦3

ቐ

2𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 2
2𝑦1 + 5𝑦3 ≥ 3

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0

LP1
max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12
4𝑥1 ≤ 16

5𝑥2 ≤ 15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0



展开形式 矩阵形式

• 原始问题
max 𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛

𝑎11
⋮

𝑎𝑚1

𝑎12
⋮

𝑎𝑚2

⋯

⋯

𝑎1𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

≤
𝑏1
⋮
𝑏𝑚

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 ≥ 0

• 对偶问题
min𝜔 = 𝑏1𝑦1 + 𝑏2𝑦2 +⋯+ 𝑏𝑚𝑦𝑚

𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚

𝑎11
⋮

𝑎𝑚1

𝑎12
⋮

𝑎𝑚2

⋯

⋯

𝑎1𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛

≥ 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛

𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚 ≥ 0

• 原始问题
max 𝑧 = 𝑐𝑋
𝐴𝑋 ≤ 𝑏
𝑋 ≥ 0

• 对偶问题
min𝜔 = 𝑌𝑏
𝑌𝐴 ≥ 𝐶
𝑌 ≥ 0
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原始问题与对偶问题的正则形式

原始问题与对偶问题的正则形式也称为对称形式。



原始问题(max)

𝑐1 𝑐2 … 𝑐𝑛
右端项

𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛

对
偶
问
题(m

in
)

𝑏1 𝑦1 𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛 ≤ 𝑏1

𝑏2 𝑦2 𝑎21 𝑎22 … 𝑎22 ≤ 𝑏2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑏𝑚 𝑦𝑚 𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚1 ≤ 𝑏𝑚

右端项 ≥ 𝑐1 ≥ 𝑐2 … ≥ 𝑐𝑛
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原始问题与对偶问题的正则形式



原始问题与对偶问题的正则形式
• 例1  将引例中的LP2作为原始问题，写出其对偶问题。
• 解
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min𝜔 = 12𝑦1 + 16𝑦2 + 15𝑦3

ቐ

2𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 2
2𝑦1 + 5𝑦3 ≥ 3

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0

max(−𝜔) = −12𝑦1 − 16𝑦2 − 15𝑦3

ቐ

−2𝑦1 − 4𝑦2 ≤ −2
−2𝑦1 − 5𝑦3 ≤ −3

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0

min −𝑧 = −2𝑥1 − 3𝑥2
−2𝑥1 − 2𝑥2 ≥ −12
−4𝑥1 ≥ −16

−5𝑥2 ≥ −15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12
4𝑥1 ≤ 16

5𝑥2 ≤ 15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

写出对偶问题转化为正则形式

把LP2作为原始问题 转化为正则形式

LP1与LP2互为对偶

LP1

LP2



• 对于标准形式的线性规划问题，如何处理？
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原始问题与对偶问题的标准形式



• 对于标准形式的线性规划问题，如何处理？
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原始问题与对偶问题的标准形式



展开形式 矩阵形式

• 原始问题
max 𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛

𝑎11
⋮

𝑎𝑚1

𝑎12
⋮

𝑎𝑚2

⋯

⋯

𝑎1𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

=
𝑏1
⋮
𝑏𝑚

𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 ≥ 0

• 对偶问题
min𝜔 = 𝑏1𝑦1 + 𝑏2𝑦2 +⋯+ 𝑏𝑚𝑦𝑚

𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚

𝑎11
⋮

𝑎𝑚1

𝑎12
⋮

𝑎𝑚2

⋯

⋯

𝑎1𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛

≥ 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛

𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚无约束

• 原始问题
max 𝑧 = 𝐶𝑋
𝐴𝑋 = 𝑏
𝑋 ≥ 0

• 对偶问题
min𝜔 = 𝑌𝑏
𝑌𝐴 ≥ 𝐶
𝑌无约束
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原始问题与对偶问题的标准形式

原始问题与对偶问题的正则形式和其标准形式完全等价。



约束条件右端项目标函数变量的系数

目标函数变量的系数约束条件右端项

无约束件

量条

变束

个个约

件无约束

条量

束变

约个个

目标函数目标函数

对偶问题（或原问题）原问题（或对偶问题）













0

0

0

0

minmax

mm

nn

z 

原始问题（对偶问题） 对偶问题（原始问题）

原始问题与对偶问题的混合形式
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一致

相反



原始问题与对偶问题的混合形式
• 例2 写出下述线性规划的对偶问题

• 解

▫ 方法一：将原始问题化为正则形式，然后逐步求解（《运筹
学基础及应用（第六版）》66页例2）。
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min 𝑧 = 7𝑥1 + 4𝑥2 − 3𝑥3
−4𝑥1 + 2𝑥2 − 6𝑥3 ≤ 24
−3𝑥1 − 6𝑥2 − 4𝑥3 ≥ 15

5𝑥2 + 3𝑥3 = 30

𝑥1 ≤ 0, 𝑥2取值无约束，𝑥3 ≥ 0



原始问题与对偶问题的混合形式
• 例2的解

▫ 方法二：按照原始问题与对偶问题的对应关系表直接写出对
偶问题。
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min 𝑧 = 7𝑥1 + 4𝑥2 − 3𝑥3
s.t.
−4𝑥1 + 2𝑥2 − 6𝑥3 ≤ 24
−3𝑥1 − 6𝑥2 − 4𝑥3 ≥ 15

5𝑥2 + 3𝑥3 = 30
𝑥1 ≤ 0

𝑥2取值无约束
𝑥3≥ 0

原始问题（对偶问题） 对偶问题（原始问题）

max𝜔 = 24𝑦1 + 15𝑦2 + 30𝑦3
s.t.
𝑦1 ≤ 0
𝑦2 ≥ 0

𝑦3取值无约束
−4𝑦1 − 3𝑦2 ≥ 7
2𝑦1 − 6𝑦2 + 5𝑦3 = 4

−6𝑦1 − 4𝑦2 + 3𝑦3 ≤ −3

对上述形式作适当调整，使之
表达为合理规范的表达形式。

若将得到的对偶问题作为原始问题，则
按箭头从右到左即可写出其对偶问题。



课堂练习

• 求下述线性规划问题的对偶问题
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min 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 − 5𝑥3 + 𝑥4
𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 + 𝑥4 ≥ 5
2𝑥1 + 2𝑥3 − 𝑥4 ≤ 4

𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 6

𝑥1 ≤ 0; 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0, 𝑥4无约束



课堂练习

• 解：

设对应三个约束条件的对偶变量分别为𝑦1, 𝑦2, 𝑦3，则按照原
始问题与对偶问题之间的对应关系，可得对偶问题为

max𝜔 = 5𝑦1 + 4𝑦2 + 6𝑦3
𝑦1 + 2𝑦2 ≥ 2
𝑦1 + 𝑦3 ≤ 3

−3𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑦3 ≤ −5
𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3 = 1

𝑦1 ≥ 0, 𝑦2 ≤ 0, 𝑦3无约束
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min 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 − 5𝑥3 + 𝑥4
𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 + 𝑥4 ≥ 5
2𝑥1 + 2𝑥3 − 𝑥4 ≤ 4

𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 6

𝑥1 ≤ 0; 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0, 𝑥4无约束
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