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产销不平衡的运输问题

• 表上作业法的前提

▫ 表上作业法的计算和理论是以产销平衡的运输问题
为前提，即

σ𝑖=1
𝑚 𝑎𝑖 = σ𝑗=1

𝑛 𝑏𝑗

• 产销不平衡运输问题的处理方法
 将产销不平衡的运输问题

σ𝑖=1
𝑚 𝑎𝑖 ≠ σ𝑗=1

𝑛 𝑏𝑗

转化为产销平衡的运输问题，然后再应用表上作业法求
解。
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产销不平衡的运输问题

• 产大于销的运输问题
产大于销（σ𝑖=1

𝑚 𝑎𝑖 > σ𝑗=1
𝑛 𝑏𝑗）运输问题的数学模型为

min 𝑧 =෍

𝑖=1

𝑚

෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠. 𝑡.

෍
𝑗=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑎𝑖 (𝑖 = 1,… ,𝑚)

෍
𝑖=1

𝑚

𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 (𝑗 = 1,… , 𝑛)

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0
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其中至少有一个
为严格不等式



产销不平衡的运输问题

• 产大于销的运输问题
▫ 处理方法：

 由于总产量大于总销量，因此增加一个假想的销地𝐵𝑛+1(实
际上用于存储)，该销地的销量为 𝑏𝑛+1 = σ𝑖=1

𝑚 𝑎𝑖 − σ𝑗=1
𝑛 𝑏𝑗 ，

而从产地𝐴𝑖到假想销地𝐵𝑛+1的单位运价𝑐𝑖,𝑛+1 = 0.  

 设从产地𝐴𝑖到假想销地𝐵𝑛+1的运量为𝑥𝑖,𝑛+1（实际上为产地

𝐴𝑖的就地存储量），则产大于销运输问题可转化为产销平
衡的运输问题：

min 𝑧 = σ𝑖=1
𝑚 σ𝑗=1

𝑛+1 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠. 𝑡.

σ𝑗=1
𝑛+1 𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 (𝑖 = 1,… ,𝑚)

σ𝑖=1
𝑚 𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 (𝑗 = 1,… , 𝑛 + 1)

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0
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产销不平衡的运输问题

• 销大于产的运输问题
销大于产（σ𝑗=1

𝑛 𝑏𝑗 > σ𝑖=1
𝑚 𝑎𝑖）运输问题的数学模型为

min 𝑧 =෍

𝑖=1

𝑚

෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠. 𝑡.

෍
𝑗=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 (𝑖 = 1,… ,𝑚)

෍
𝑖=1

𝑚

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑏𝑗 (𝑗 = 1,… , 𝑛)

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0
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其中至少有一个
为严格不等式



产销不平衡的运输问题

• 销大于产的运输问题
▫ 处理方法：

 由于总销量大于总产量，因此增加一个假想的产地𝐴𝑚+1(并
不实际生产)，该产地的产量为𝑎𝑚+1 = σ𝑗=1

𝑛 𝑏𝑗 −σ𝑖=1
𝑚 𝑎𝑖，

而从假想产地𝐴𝑚+1到销地𝐵𝑗的单位运价𝑐𝑚+1,𝑗 = 0.  

 设从假想产地𝐴𝑚+1到销地𝐵𝑗的运量为𝑥𝑚+1,𝑗，则产大于销

运输问题可转化为产销平衡的运输问题：

min 𝑧 = σ𝑖=1
𝑚+1σ𝑗=1

𝑛 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠. 𝑡.

σ𝑗=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 (𝑖 = 1,… ,𝑚 + 1)

σ𝑖=1
𝑚+1 𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 (𝑗 = 1,… , 𝑛)

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0
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产销不平衡的运输问题
• 例2 设有三个产地𝐴1, 𝐴2, 𝐴3生产某种物资，其产量分别为

7吨, 5吨, 7吨，𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4四个销地需要该种物资，销量
分别为2吨, 3吨, 4吨, 6吨，又知各产销地之间的单位运价
表如下，试决定总运费最少的调运方案。
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产地
销地

𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4

𝐴1 2 11 3 4

𝐴2 10 3 5 9

𝐴3 7 8 1 2



产销不平衡的运输问题
• 解：
此为产(19吨)大于销(15吨)的运输问题，按上述方法转化为产销
平衡的运输问题，其产销平衡表和单位运价表如下：
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产地
销地

产量
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5(库存)

𝐴1 2 11 3 4 0 7

𝐴2 10 3 5 9 0 5

𝐴3 7 8 1 2 0 7

销量 2 3 4 6 4



产销不平衡的运输问题
• 解(续)：
用表上作业法求得最优方案如下表所示
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产地
销地

产量
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5(库存)

𝐴1 2 3 2 7

𝐴2 3 2 5

𝐴3 4 3 7

销量 2 3 4 6 4



产销不平衡的运输问题
• 例3 设有三个化肥厂供应四个地区的农用化肥。假定等量
的化肥在这些地区的使用效果相同，已知各化肥厂年产量、
各地区年需求量及从各化肥厂到给地区单位化肥的运价表
如下，试决定总运费最少的化肥调拨方案。
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产地
销地

产量(万吨)
I II III IV

𝐴 16 13 22 17 50

𝐵 14 13 19 15 60

𝐶 19 20 23  50

最低需求(万吨) 30 70 0 10

最高需求(万吨) 50 70 30 不限

160-100=60



产销不平衡的运输问题
• 解：

此为产销不平衡的运输问题，总产量为160万吨，总最低需求为
110万吨，总最高需求为无限。

按现有产量，第IV个地区每年最多可分配到160(30+70+0)=60
万吨，因此四个地区的总最高需求为50+70+30+60=210万吨，
销量大于产量。

故增加一个假想的(产地)化肥厂D，其产量为210160=50万吨。

每个地区的最低需求不能由假想化肥厂D供给，故令相应运价为
任意大正数M，而最高需求与最低需求之差则可以由假想化肥厂
D供给，故令相应运价为0。

需求分两种情况的地区按两个地区对待，由此可得该问题的产销
平衡及单位运价表（见下页）：
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产销不平衡的运输问题
• 解(续) ：
该问题的产销平衡及单位运价表如下：
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产地
销地

产量
I’ I’’ II III IV’ IV’’

𝐴 16 16 13 22 17 17 50

𝐵 14 14 13 19 15 15 60

𝐶 19 19 20 23 M M 50

𝐷 M 0 M 0 M 0 50

销量 30 20 70 30 10 50



产销不平衡的运输问题
• 解(续)：
应用表上作业法，求得该问题的最优调运方案如下表所示：
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产地
销地

产量
I’ I’’ II III IV’ IV’’

𝐴 50 50

𝐵 20 10 30 60

𝐶 30 20 0 50

𝐷 30 20 50

销量 30 20 70 30 10 50



应用举例
• 例4 (转运问题)  下表给出了一个运输问题，但允许其中的
物资在𝐴2, 𝐵2, 𝐵3处转运，𝐴1和𝐴2, 𝐵2和𝐵1, 𝐵3和𝐵1, 𝐵2和𝐵3,
相互间运输单价分别为2, 3, 2, 4。问如何处理该问题？
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11712

20325

10646

2

1

321

销量

产地

产量

销地

A

A

BBBcij

课后自行学习教材《运筹学基础
及应用》115页的例4

30



应用举例
• 解：

由于𝐴2, 𝐵2, 𝐵3可以作为转运点，因此，它们既可作为产地，又可作为销
地。转运点的销售量不能取为零，而应在原销售量上加上一个大的数，
此数一般取小于或等于σ𝑎𝑖. 本例中可取30，相应转运点的产量也需加

上此数，这样将问题转化为一个扩大的产销平衡的运输问题，其产销平
衡及单位运价表如下：
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41371230

300423

304032

503250

106462

3

2

2

1

3212

销量

产地

产量

销地

B

B

A

A

BBBAcij



应用举例
• 例5 某厂按合同规定须于当年每个季度末分别提供10, 15, 

25, 20台同一规格的柴油机。已知该厂各季度的生产能力
及生产每台柴油机的成本如下表所示。又如果生产出来的
柴油机当季不交货的，每台积压一个季度需储存、维护等
费用0.15万元。要求在完成合同的情况下，做出使该厂全
年生产（包括储存、维护）费用最小的决策。
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季度 生产能力（台） 单位成本（万元）

I 25 10.8

II 35 11.1

III 30 11.0

IV 10 11.3

教材习题三的3.6



应用举例
• 解：
由于每个季度生产出来的柴油机不一定当季交货，故设𝑥𝑖𝑗为第𝑖季度

生产的用于第𝑗季度交货的柴油机数。根据合同要求，必须满足

𝑥11 = 10
𝑥12 + 𝑥22 = 15
𝑥13 + 𝑥23 + 𝑥33 = 25
𝑥14 + 𝑥24 + 𝑥34 + 𝑥44 = 20

且每季度生产的用于当季和以后各季交货的柴油机数不可能超过该
季度的生产能力，故又有

𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13 + 𝑥14 ≤ 25
𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 ≤ 35

𝑥33 + 𝑥34 ≤ 30
𝑥44 ≤ 10
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应用举例
• 解(续)：
第𝑖季度生产的用于第𝑗季度交货的每台柴油机的实际成本𝑐𝑖𝑗应该

是该季度单位成本加上储存、维护等费用。 𝑐𝑖𝑗的具体数值经计算

得到下表：
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𝒊
𝒋

I II III IV

I 10.8 10.95 11.10 11.25

II 11.10 11.25 11.40

III 11.00 11.15

IV 11.30



应用举例
• 解(续)：
设𝑎𝑖表示该厂第𝑖季度的生产能力， 𝑏𝑗表示该厂第𝑗季度的合同供

应量，则问题的数学模型为

min 𝑧 = σ𝑖=1
4 σ𝑗=1

4 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠. 𝑡.

σ𝑗=1
4 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑎𝑖 (𝑖 = 1,… , 4)

σ𝑖=1
4 𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 (𝑗 = 1,… , 4)

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0

这是一个产大于销的运输问题。注意到该问题中当𝑖 > 𝑗时，有
𝑥𝑖𝑗 = 0，故应令相应的𝑐𝑖𝑗 = 𝑀；另外需增加一个假想的销地𝐷，

这样就可以把该问题转化为产销平衡的运输问题，并写出相应的
产销平衡及单位运价表（见下表）。
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应用举例
• 解(续)：
转化为产销平衡的运输问题后的产销平衡及单位运价表如下：
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产地
销地

产量
I II III IV 𝐷

I 10.8 10.95 11.10 11.25 0 25

II 𝑀 10.10 11.25 11.40 0 35

III 𝑀 𝑀 11.00 11.15 0 30

IV 𝑀 𝑀 𝑀 11.30 0 10

销量 10 15 25 20 30



应用举例
• 解(续)：

用表上作业法求解，可得多个最优方案，下表列出了多个方案之
一。按该方案生产，该厂总的生产费用（包括储存、维护）为
773万元。
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生产季度
销售季度

产量
I II III IV 𝐷

I 10 15 0 25

II 5 30 35

III 20 10 30

IV 10 10

销量 10 15 25 20 30
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