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运输问题
第三章



内容提要

• 运输问题及其数学模型

• 表上作业法

• 运输问题的进一步讨论
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第1节
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运输问题的数学模型

• 在实际应用中，有很多线性规划问题的约束矩阵
具有特殊的结构，可以利用这种结构找到比单纯
形法更简便的方法求解，从而节约大量的计算时
间和费用。

• 运输问题(Transportation Problem)就是一种具有
特殊结构的线性规划问题。
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运输问题的数学模型
• 例1 益民食品公司经销的主要产品之一是糖果。它下面设
有三个加工厂，生产的糖果运往四个地区的门市部销售。
该公司每天的产销平衡表和从产地到销地的单位运价表见
下面的表格。问该食品公司应如何调运，在满足各门市部
销售需要的情况下，使得总运费为最少？

产销平衡表（吨） 单位运价表（元/吨）
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运输问题的数学模型
• 已知：有𝑚个产地𝐴𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑚，可供应某种物资，其供应量

(产量)分别为𝑎𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑚；有𝑛个销地𝐵𝑗 , 𝑗 = 1,… , 𝑛，其需要
量(销量)分别为𝑏𝑗 , 𝑗 = 1,… , 𝑛；从𝐴𝑖到𝐵𝑗运输单位物资的运价
(单位运价)为𝑐𝑖𝑗. 这些数据可汇总于产销平衡表和单位运价表
(二者可合二为一)。

• 问：如何安排从𝐴𝑖到𝐵𝑗的运输量𝑥𝑖𝑗，使得总运费为最小？

产销平衡表 单位运价表
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运输问题的数学模型
• 设𝑥𝑖𝑗表示第𝑖个产地到第𝑗个销地的物资的单位数量，则在产销平衡的

条件下，使总运费最小的运输问题的模型可表示为如下的数学形式：
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其矩阵形式：
含𝑚 × 𝑛个变量，𝑚 + 𝑛个方程；
满足产销平衡条件：

σ𝑖=1
𝑚 𝑎𝑖 = σ𝑗=1

𝑛 𝑏𝑗



运输问题的数学模型
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其矩阵形式：



运输问题的数学模型
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其对偶问题：



产销平衡运输问题数学模型的特点
• 产销平衡运输问题系数矩阵A的特征
▫ 𝐴是一个有𝑚 + 𝑛行，𝑚 × 𝑛列的矩阵。

▫ 𝐴中𝑥𝑖𝑗对应的列向量𝑃𝑖𝑗 = 𝑒𝑖 + 𝑒𝑚+𝑗。

▫ 𝐴的秩为𝑚 + 𝑛 − 1，且删去𝐴的任意一行所得的矩阵的
秩恰为𝑚 + 𝑛 − 1。
 基矩阵的两个获取方法：

（1）删掉矩阵𝐴的第一行（或任意一行），从而进一步得到秩
为𝑚+ 𝑛 − 1的基。

（2）在第一个方程（或任意一个方程）中增加一个人工变量𝑥𝑎，
得到扩展矩阵𝐴0 = (𝐴, 𝑒1)，从而可进一步得到秩为𝑚 + 𝑛的基。

▫ 𝐴0具有全幺模性(Total Unimodularity)，即其任何一个
子方阵的行列式的值为−1, 0或1。
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此为运输矩阵最为重要
的一个性质。



产销平衡运输问题数学模型的特点
• 产销平衡运输问题的特点
▫ 运输问题一定有（有界）最优解。(Why?)

 首先，在产销平衡的假设下，运输问题一定存在可行解。
比如：

𝑥𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑏𝑗

σ𝑖=1
𝑚 𝑎𝑖

=
𝑎𝑖𝑏𝑗

σ𝑗=1
𝑛 𝑏𝑗

, 𝑖 = 1,… ,𝑚; 𝑗 = 1,… , 𝑛

 此外，对于每一个可行解𝑋，其任一分量都有界：

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ min{𝑎𝑖 , 𝑏𝑗}

 因此，产销平衡运输问题为一个有界且有可行解的线性规
划问题，因此一定有（有界）最优解。

▫ 由于运输问题的系数矩阵具有特殊的结构，因此在单纯
形法的基础上，设计出求解运输问题的表上作业法，其
实质仍是单纯形法，亦称为运输单纯形法。
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课堂练习

• 判断题
（1）运输问题是一种特殊的线性规划问题，因而求
解结果也可能出现下列四种情况之一：唯一最优解、
无穷多最优解、无界解、无可行解。

（2）表上作业法实质上就是求解运输问题的单纯形
法。

（3）𝑚个产地𝑛个销地的产销平衡的运输问题中含
𝑚+ 𝑛个约束条件，但其中总有一个是多余的。
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