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单纯形法的计算步骤（max 𝑧）

• 第一步：求出初始基可行解，列出初始单纯形表；

• 第二步：进行最优性检验；

• 第三步：从一个基可行解转换（迭代）到另一个
目标函数值更大的基可行解，列出新的单纯形表；

• 第四步：重复第二、三步，直到计算终止。
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单纯形法的计算步骤（max 𝑧）

• 第一步：求出初始基可行解，列出初始单纯形表。
首先将非标准形式线性规划问题化为标准形式。

由于总可以设法使约束方程系数矩阵包含一个单位矩阵，不
妨设为 𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑚 ，以此作为初始可行基。

将线性规划标准形式的约束条件与目标函数组成𝑛 + 1个变
量、m+1个方程的方程组：

3/5/2020Jiangnan University

5

−𝑧

𝑥1

+𝑐1𝑥1

⋱

⋯
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单纯形法的计算步骤（max 𝑧）

• 第一步：求出初始基可行解，列出初始单纯形表。
对应上述方程组的增广矩阵为：
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⋮
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⋮
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⋯

⋯
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⋯
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⋮
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⋮
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𝑏1
⋮
𝑏𝑙
⋮
𝑏𝑚
0

−𝑧 𝑥1 𝑥𝑙⋯ ⋯ ⋯ ⋯𝑥𝑚 𝑥𝑗 𝑥𝑘 𝑥𝑛 𝑏⋯



单纯形法的计算步骤（max 𝑧）

• 第一步：求出初始基可行解，列出初始单纯形表。
对方程组的增广矩阵做初等行变换，把最后一行中基变量对
应的系数化为零，得到：

3/5/2020Jiangnan University

7

−𝑧 𝑥1 𝑥𝑙⋯ ⋯ ⋯ ⋯𝑥𝑚 𝑥𝑗 𝑥𝑘 𝑥𝑛 𝑏⋯

0
⋮
0
⋮
0
1

1

0

⋱

⋯
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0

⋱

⋯
1
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⋯

⋯

⋯
⋯

𝑎1𝑗
⋮
𝑎𝑙𝑗
⋮

𝑎𝑚𝑗

𝑐𝑗 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑗

⋯

⋯

⋯
⋯

𝑎1𝑘
⋮
𝑎𝑙𝑘
⋮

𝑎𝑚𝑘

𝑐𝑘 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑘

⋯

⋯

⋯
⋯

𝑎1,𝑛
⋮

𝑎𝑙,𝑛
⋮

𝑎𝑚,𝑛

𝑐𝑛 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑛

𝑏1
⋮
𝑏𝑙
⋮
𝑏𝑚

−σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑏𝑖

当前基可行解所对应的
目标函数值的相反数



单纯形法的计算步骤（max 𝑧）

• 第一步：求出初始基可行解，列出初始单纯形表。
基于上述结果，列出初始单纯形表：
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𝜃𝑖

𝜃1

⋮

𝜃𝑙

⋮

𝜃𝑚

𝑐𝑗 → 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑙 ⋯ 𝑐𝑚 ⋯ 𝑐𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 ⋯ 𝑐𝑛

𝑐𝐵 𝑥𝐵 𝑏 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑙 ⋯ 𝑥𝑚 ⋯ 𝑥𝑗 ⋯ 𝑥𝑘 ⋯ 𝑥𝑛

𝑐1 𝑥1 𝑏1 1 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑗 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑙 𝑥𝑙 𝑏𝑙 0 ⋯ 1 ⋯ 0 ⋯ 𝑎𝑙𝑗 ⋯ 𝑎𝑙𝑘 ⋯ 𝑎𝑙𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑚 𝑥𝑚 𝑏𝑚 0 ⋯ 0 ⋯ 1 ⋯ 𝑎𝑚𝑗 ⋯ 𝑎𝑚𝑘 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 𝑐𝑗 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 − σ𝑖=1

𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑘 ⋯ 𝑐𝑛 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑛−𝑧0



单纯形法的计算步骤（max 𝑧）

• 第二步：进行最优性检验。
▫ 若当前单纯形表中所有检验数𝜎𝑗 ≤ 0，且基变量中不含

有（非零）人工变量，则表中的基可行解即为最优解，
计算结束。对基变量中含有（非零）人工变量时解的最
优性检验将在下一节讨论。

▫ 若当前单纯形表中存在检验数𝜎𝑗 > 0，且其对应𝑥𝑗的系

数列向量 𝑃𝑗 ≤ 0，则此问题为无界解，计算结束；否则，

转入下一步。
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单纯形法的计算步骤（max 𝑧）
• 第三步：从一个基可行解转换（迭代）到另一个目标函数
值更大的基可行解，列出新的单纯形表。
（1）确定入基变量。一般可根据𝜎𝑘 = max

𝑗
𝜎𝑗 𝜎𝑗 > 0 ，确定𝑥𝑘

为入基变量。
（2）确定出基变量。根据𝜽规则（最小比值规则）：

𝜃 = min
𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑘
𝑎𝑖𝑘 > 0 =

𝑏𝑙

𝑎𝑙𝑘
，确定𝑥𝑙为出基变量，𝑎𝑙𝑘为主元素。

（3）以𝑎𝑙𝑘为主元素进行迭代运算（亦称为旋转运算）。
即用高斯消元法（初等行变换）把𝑥𝑘对应的列向量

𝑃𝑘 =

𝑎1𝑘
𝑎2𝑘
⋮
𝑎𝑙𝑘
⋮

𝑎𝑚𝑘

变换为

0
0
⋮
1
⋮
0

得到新的单纯形表。
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第𝑙行 注意在经过迭代过程
中，上述计算中用到
的各元素均为新表中
相应位置处的元素。



单纯形法的计算步骤（max 𝑧）
• 第三步：从一个基可行解转换（迭代）到另一个目标函数
值更大的基可行解，列出新的单纯形表。

• 第四步：重复第二、三步，直到计算结束。
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𝑐𝑗 → 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑙 ⋯ 𝑐𝑚 ⋯ 𝑐𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 ⋯ 𝑐𝑛

𝑐𝐵 𝑥𝐵 𝑏 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑙 ⋯ 𝑥𝑚 ⋯ 𝑥𝑗 ⋯ 𝑥𝑘 ⋯ 𝑥𝑛

𝑐1 𝑥1 𝑏1 − 𝑏𝑙
𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑘

1 ⋯ −𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑗 − 𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑛 − 𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑘 𝑥𝑘
𝑏𝑙
𝑎𝑙𝑘

0 ⋯
1
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 1 ⋯
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑚 𝑥𝑚 𝑏𝑚 − 𝑏𝑙
𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑘

0 ⋯ −𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 1 ⋯ 𝑎𝑚𝑗 − 𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 − 𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 ⋯−𝑐𝑘−𝑧𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ (𝑐𝑗 − 𝑧𝑗) −
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘
(𝑐𝑘 − 𝑧𝑘) ⋯ 0 ⋯ (𝑐𝑛 − 𝑧𝑛) −

𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘
(𝑐𝑘 − 𝑧𝑘)
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迭代

𝑐𝑗 → 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑙 ⋯ 𝑐𝑚 ⋯ 𝑐𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 ⋯ 𝑐𝑛

𝑐𝐵 𝑥𝐵 𝑏 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑙 ⋯ 𝑥𝑚 ⋯ 𝑥𝑗 ⋯ 𝑥𝑘 ⋯ 𝑥𝑛

𝑐1 𝑥1 𝑏1 1 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑗 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑙 𝑥𝑙 𝑏𝑙 0 ⋯ 1 ⋯ 0 ⋯ 𝑎𝑙𝑗 ⋯ 𝑎𝑙𝑘 ⋯ 𝑎𝑙𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑚 𝑥𝑚 𝑏𝑚 0 ⋯ 0 ⋯ 1 ⋯ 𝑎𝑚𝑗 ⋯ 𝑎𝑚𝑘 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 𝑐𝑗 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 − σ𝑖=1

𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑘⋯ 𝑐𝑛 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑛

𝑐𝑗 → 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑙 ⋯ 𝑐𝑚 ⋯ 𝑐𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 ⋯ 𝑐𝑛

𝑐𝐵 𝑥𝐵 𝑏 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑙 ⋯ 𝑥𝑚 ⋯ 𝑥𝑗 ⋯ 𝑥𝑘 ⋯ 𝑥𝑛

𝑐1 𝑥1 𝑏1 − 𝑏𝑙
𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑘

1 ⋯ −𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑗 − 𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑛 − 𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑘 𝑥𝑘
𝑏𝑙
𝑎𝑙𝑘

0 ⋯
1
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 1 ⋯
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑚 𝑥𝑚 𝑏𝑚 − 𝑏𝑙
𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑘

0 ⋯ −𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 1 ⋯ 𝑎𝑚𝑗 − 𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 − 𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 ⋯−𝑐𝑘−𝑧𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ (𝑐𝑗 − 𝑧𝑗) −
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘
(𝑐𝑘 − 𝑧𝑘) ⋯ 0 ⋯ (𝑐𝑛 − 𝑧𝑛) −

𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘
(𝑐𝑘 − 𝑧𝑘)



实例

• 例5  用单纯形法求解线性规划问题
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21 32max xxz 


















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0,

124

164
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21
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x
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实例

• 解: 该线性规划问题的标准形式为
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














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164

82

00032max
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


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





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得到初始基本可行解

一个初始可行基



实例
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初
始
单
纯
形
表

00032

310040120

01004160

40012180

00032

5

4

3

54321

jj

iBB

j

zc

x

x

x

xxxxxbXC

c









   

 

得下一单纯形表为主元素进行旋转迭代所在行的交叉处的元素所在列以

为换出变量行对应的基变量确定第规则按

为换入变量确定按有正分量存在且检验数都大于零

非基变量的检验数为

,]4[

3,3
4

12,,
2

8min0min:

,33,2max,max,,,

3

4

0

2
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52
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22121

222111

xx
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i

i

i


























































实例
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经过一次迭代得到的单纯形表：

4/30002

4/1001033

401004160

22/1010120

00032

2

4

3

54321









jj

iBB

j

zc

x

x

x

xxxxxbXC

c



迭代，得下一单纯形表为换出变量，进行旋转规则确定同时按

为换入变量，定有正分量存在，因此确且

目标函数值得到新的基可行解

3

11111

)1(

,02

0

4

1

)3,0,0(2

9,)0,16,2,3,0(

x

xPzc

zX T



 






















实例
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经过两次迭代得到的单纯形表：

4/10200

124/1001033

42140080

2/1010122

00032

2

4

1

54321









jj

iBB

j

zc

x

x

x

xxxxxbXC

c



迭代，得下一单纯形表为换出变量，进行旋转规则确定同时按

为换入变量，定有正分量存在，因此确且

目标函数值得到新的基可行解

4

55555

)2(

,04/1

4/1

2

2/1

)3,0,2(0

13,)0,8,0,3,2(

x

xPzc

zX T



 






















实例
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经过三次迭代得到的单纯形表：

08/12/300

08/12/11023

12/120040

04/100142

00032

2

5

1

54321









jj

iBB

j

zc

x

x

x

xxxxxbXC

c



14

,)4,0,0,2,4()3(









z

XX T

最优目标函数值

得到最优解为负或零，停止计算，最后一行的检验数都已



实例
• 用图解法求解例5，如下。

• 上述单纯形法中各基可行解对应图解法可行域的什么顶点？
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82 21  xx

O(0,0)

Q1 (4,0)

Q4 (0,3)
Q3(2,3)

Q2 (4,2)

164 1 x

124 2 x

14,2,4 21  zxx

x2

x1



实例

• 例6 用单纯形法求解线性规划问题
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max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2

𝑠. 𝑡.

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12
4𝑥1 ≤ 16

5𝑥2 ≤ 15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

之前已用图解法
进行求解。



实例

• 解：
将该线性规划问题化为标准形式

21
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实例

• 解：
单纯形法求解，依次得下列初始单纯形表：

22
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𝐶𝑗 → 2 3 0 0 0

𝐶𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝜃

0 𝑥3 12 2 2 1 0 0 6

0 𝑥4 16 4 0 0 1 0 -

0 𝑥5 15 0 5 0 0 1 3

𝜎𝑗 2 3 0 0 0

𝐶𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝜃

0 𝑥3 6 2 0 1 0 −2/5 3

0 𝑥4 16 4 0 0 1 0 4

3 𝑥2 3 0 1 0 0 1/5 -

𝜎𝑗 2 0 0 0 −3/5



实例

• 解：

上面单纯形表中所有检验数均𝜎𝑗 ≤ 0，表明已找到最优解。

该表中的基可行解为最优解：𝑋∗ = (3, 3, 0, 4, 0)𝑇。该解为线
性规划问题的唯一最优解。

代入目标函数得最优值：𝑍∗ = 15。

23
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𝐶𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝜃

2 𝑥1 3 1 0 1/2 0 −1/5

0 𝑥4 4 0 0 −2 1 4/5

3 𝑥2 3 0 1 0 0 1/5

𝜎𝑗 0 0 −1 0 −1/5



Thank you!

3/5/2020Jiangnan University

25


