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对偶单纯形法
• 理论基础

▫ 由对偶理论可知，用单纯形法求解线性规划问题时，在单纯
形表的b列得到原始问题一个基可行解的同时，在检验数行
得到对偶问题的一个基解，且两者的目标函数值相等。

• 算法思想
▫ 单纯形法

 在保持原始问题(max)为基可行解（这时对偶问题一般为非可行

解）的基础上，通过迭代，增大目标函数值，当对偶问题的基解
成为可行解时，则原始问题和对偶问题均得到了最优解。

▫ 对偶单纯形法
 在保持对偶问题(min)为基可行解（这时原始问题一般为非可行

解）的基础上，通过迭代，减小目标函数值，当原始问题的基解
成为可行解时，则对偶问题和原始问题均得到了最优解。
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通过在原始问题单纯形表上直接求解对偶问题，从而同时解得原始问题。



对偶单纯形法
• 算法原理

▫ 设原始问题为 {max 𝑧 = 𝑐𝑋; 𝐴𝑋 = 𝑏; 𝑋 ≥ 0}，并设B为原始
问题的一个基(未必为可行基)，其对应的基变量为𝑋𝐵。取非
基变量𝑋𝑁 = 0，则得到𝑋𝐵 = 𝐵−1𝑏，列出单纯形表。

▫ 若𝐵−1𝑏中至少有一个负分量，且单纯形表检验数行的检验数
𝜎 = 𝑐 − 𝑐𝐵𝐵

−1𝐴 = 𝑐 − 𝑌𝐴 ≤ 0，即对偶问题
{min𝜔 = 𝑌𝑏; 𝑌𝐴 ≥ 𝑐; 𝑌无约束}可行，考虑继续迭代。

▫ 每次迭代是在当前单纯形表的基变量中选取一个负分量𝑥𝑙离
基，按照一定规则选取一个非基变量𝑥𝑘入基，经基变换，使
所有检验数仍保持非正(即保持对偶可行)，而迭代后的目标
函数值有所减小。

▫ 从原始问题来看，原始问题由非可行解往可行解靠近，当原
始问题得到可行解时，便得到了最优解（同时对偶问题也达
到最优）。
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对偶单纯形法的计算步骤（max）
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）。）到（重复步骤（

到新的计算表。法在表中进行迭代，得为主元素，按原单纯形）以（

保持对偶可行）为换入变量（这样才能确定非基变量

计算若存在无可行解，停止计算。

则若所有所在行的各系数在单纯形表中检验

）确定换入变量（

为换出变量。对应的基变量

）确定换出变量（

以下计算。数行保持非正，则进行还有一个负分量，检验

列的数字至少计算。若则已得到最优解，停止检验数行都为非正

列的数字都为非负列出初始单纯形表。若）根据线性规划问题，（
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先确定
出基变量

再确定
入基变量

此时𝜃的取值没有限制，从而
对偶问题为无界解，故由对偶
理论可知，原始问题无可行解。
实际上此时单纯新表中𝑥𝑙所在
行对应的约束条件无法满足，
故原始问题无可行解。

这里𝜃并不是
原始问题中新
入基变量𝑥𝑘的
值，而是对偶
问题中新入基
变量的值。而

𝑥𝑘 =
(𝐵−1𝑏)𝑙

𝑎𝑙𝑘
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迭代

𝑐𝑗 → 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑙 ⋯ 𝑐𝑚 ⋯ 𝑐𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 ⋯ 𝑐𝑛

𝑐𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑙 ⋯ 𝑥𝑚 ⋯ 𝑥𝑗 ⋯ 𝑥𝑘 ⋯ 𝑥𝑛

𝑐1 𝑥1 𝑏1 1 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑗 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑙 𝑥𝑙 𝑏𝑙 0 ⋯ 1 ⋯ 0 ⋯ 𝑎𝑙𝑗 ⋯ 𝑎𝑙𝑘 ⋯ 𝑎𝑙𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑚 𝑥𝑚 𝑏𝑚 0 ⋯ 0 ⋯ 1 ⋯ 𝑎𝑚𝑗 ⋯ 𝑎𝑚𝑘 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 ⋯ 0 ⋯ 0 ⋯ 𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 − 𝑧𝑘 ⋯ 𝑐𝑛 − 𝑧𝑛

𝑐𝑗 → 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑙 ⋯ 𝑐𝑚 ⋯ 𝑐𝑗 ⋯ 𝑐𝑘 ⋯ 𝑐𝑛

𝑐𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑙 ⋯ 𝑥𝑚 ⋯ 𝑥𝑗 ⋯ 𝑥𝑘 ⋯ 𝑥𝑛

𝑐1 𝑥1 𝑏1 − 𝑏𝑙
𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑘

1 ⋯ −𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑗 − 𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎1𝑛 − 𝑎1𝑘
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑘 𝑥𝑘
𝑏𝑙
𝑎𝑙𝑘

0 ⋯
1
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 1 ⋯
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑐𝑚 𝑥𝑚 𝑏1 − 𝑏𝑙
𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑘

0 ⋯ −𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 1 ⋯ 𝑎𝑚𝑗 − 𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 − 𝑎𝑚𝑘
𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 ⋯ −𝑐𝑘−𝑧𝑘
𝑎𝑙𝑘

⋯ 0 ⋯ (𝑐𝑗 − 𝑧𝑗) −
𝑎𝑙𝑗
𝑎𝑙𝑘
(𝑐𝑘 − 𝑧𝑘) ⋯ 0 ⋯ (𝑐𝑛 − 𝑧𝑛) −

𝑎𝑙𝑛
𝑎𝑙𝑘
(𝑐𝑘 − 𝑧𝑘)

对偶单纯形法(max)：设当前基为𝐵 = (𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑚)

目标函数值增量:
𝑏𝑙
𝑎𝑙𝑘

𝑐𝑘−𝑧𝑘 =𝑏𝑙(
𝑐𝑘−𝑧𝑘
𝑎𝑙𝑘

) 𝑧𝑘 = σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑘



对偶单纯形法
• 例5  用对偶单纯形法求解线性规划问题

min𝜔 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3

ቐ

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 ≥ 3
2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 ≥ 4

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

• 解：
将该问题化为如下形式，得到原问题的一个对偶可行初始基

max 𝑧 = −2𝑥1 − 3𝑥2 − 4𝑥3

ቐ

−𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = −3
−2𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 + 𝑥5 = −4

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0

列出初始单纯形表，用对偶单纯形法求解，依次得到下列表格：
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对偶单纯形法
𝑐𝑗 → −2 −3 −4 0 0

𝑐𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥4 −3 −1 −2 −1 1 0

0 𝑥5 −4 −2 1 −3 0 1

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 −2 −3 −4 0 0
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𝑐𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥4 −1 0 − Τ5 2 Τ1 2 1 Τ−1 2

−2 𝑥1 2 1 Τ−1 2 Τ3 2 0 Τ−1 2

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 −4 −1 0 −1

𝑐𝐵 𝑋𝐵 𝑏 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

−3 𝑥2 Τ2 5 0 1 − Τ1 5 − Τ2 5 Τ1 5

−2 𝑥1 Τ11 5 1 0 Τ7 5 − Τ1 5 − Τ2 5

𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 0 0 − Τ9 5 − Τ8 5 − Τ1 5

原始问题的最优解为𝑋∗ = ( Τ11 5 , Τ2 5,0,0,0) 𝑇,  对偶问题的最优解为𝑌∗ = Τ8 5 , Τ1 5 .



对偶单纯形法的优缺点
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• 优点
▫ 初始基解可以是非可行解，当对偶可行时，就可进行基的
变换，而不需添加人工变量，因此可以简化计算。

▫ 对变量较少，而约束条件很多的线性规划问题，可先将其
变换为对偶问题，这样使得变量多，而约束条件很少，这
时用对偶单纯形法求解就会减少计算工作量。

▫ 在灵敏度分析及求解整数规划的割平面法中，有时需要用
对偶单纯形法，可以使问题的处理得到简化。

• 缺点
▫ 对于大多数线性规划问题，一般很难找到原始问题的一个
对偶可行的初始基，因此这种方法在求解线性规划问题时
很少单独使用。



课堂练习

• 判断题

(1) 如果将原问题(max型)中约束方程𝐴𝑋 ≤ 𝑏变成𝐴𝑋 ≥ 𝑏 ，
则其对偶问题的唯一改变就是将非负约束𝑌 ≥ 0变成非正
约束𝑌 ≤ 0。

(2) 已知𝑦𝑖
∗为线性规划的对偶问题的最优解，若𝑦𝑖

∗ > 0，
则说明在最优生产计划中第𝑖种资源已完全耗尽。

(3) 已知𝑦𝑖
∗为线性规划的对偶问题的最优解，若𝑦𝑖

∗ = 0，
则说明在最优生产计划中第𝑖种资源一定有剩余。

3/23/2020Haiyan Lu    @ Jiangnan University

11

对

对

错



课堂练习

• 判断题

(4) 若某种资源的影子价格等于𝑘，在其他资源不变的情
况下，当该种资源增加5个单位时，相应的目标函数值将
增加5𝑘。

(5) 应用对偶单纯形法(max)计算时，若单纯形表中某一
基变量𝑥𝑖 < 0，又𝑥𝑖所在行的元素全部大于或等于零，则
可以判断其对偶问题具有无界解。

(6) 用对偶单纯形法求解线性规划问题的每一步，在单纯
形表检验数行与基变量列对应得到对偶问题与原始问题的
解，将之代入各自目标函数得到的值始终相等。
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