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问题的提出
• 例 1  用一块长为a的正方形铁皮做一个容器，应如何
剪裁，使做成的容器的容积为最大？

• 解：
按照一般的做法，可在铁皮四个角上剪去长各为x的正方
形,折叠起来做成一个容器，容积为

V = 𝑎 − 2𝑥 2𝑥

可确定x的值，使V达到最大。

（此为微积分中经典的求极值问题）
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问题的提出
• 例2  常山机器厂生产I、II两种产品。这两种产品均需分
别在A、B、C三种不同设备上加工。按工艺资料规定，生
产单位产品所需的各设备时数如下表所示。生产I、II两种
产品的获利分别为200元/件和300元/件，问该企业应如
何安排生产两种产品个多少，使总的利润收入为最大？

产品
资源

产品I 产品II 现有条件

设备A 2台时/件 2台时/件 12台时

设备B 4台时/件 0 16台时

设备C 0 5台时/件 15台时

产品获利 2百元/件 3百元/件
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问题的提出
• 解：
设𝑥1、𝑥2分别表示I、II两种产品在计划期内的产量，用𝑧表
示利润。按照给定的约束条件,，该计划问题可用数学模型
表示为：

目标函数 max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2

约束条件 𝑠. 𝑡.

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12
4𝑥1 ≤ 16

5𝑥2 ≤ 15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

max:  maximize的缩写，“最大化”，

s.t. : subject to的缩写，“受限制于……”
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设备A的约束条件

设备B的约束条件

设备C的约束条件

变量自身的约束

产品
资源

产品I 产品II 现有条件

设备A 2台时/件 2台时/件 12台时

设备B 4台时/件 0 16台时

设备C 0 5台时/件 15台时

产品获利 2百元/件 3百元/件



线性规划问题

• 规划问题的数学模型包含三个要素：

▫ 决策变量：决策者为实现规划目标采取的方案、措
施，是问题中要确定的未知量；

▫ 目标函数：问题要达到的目的、要求，表示为决策
变量的函数；

▫ 约束条件：决策变量取值时受到的各种可用资源的
限制，表示为含决策变量的等式或不等式。

• 线性规划问题的数学模型：决策变量为可控的连
续变量，目标函数和约束条件均为线性。
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线性规划问题

• 定义
▫ 对于求取一组变量𝑥𝑗(𝑗 = 1,2.⋯ , 𝑛)，使之既满足线

性约束条件，又具有线性目标函数并取极值的一类
最优化问题称为线性规划问题。

▫ 线性规划问题中，决策变量为连续变量，目标函数
和约束条件左端均为线性函数。
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线性规划问题的数学模型
• 代数形式（展开式）

(1.1)

其中：𝑐𝑗,𝑏𝑖,𝑎𝑖𝑗为模型的参数，𝑐𝑗为价值系数，𝑏𝑖为约束条件
右端项（表示第𝑖种资源的拥有量），𝑎𝑖𝑗为工艺系数或技术
系数（表示生产第j种单位产品时第i种资源的消耗量）。
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即：无约束



线性规划问题的数学模型

• 代数形式（紧缩式）

max min 𝑧 =෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗 𝑥𝑗

𝑠. 𝑡.
෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 ≤ =,≥ 𝑏𝑖 𝑖 = 1, … ,𝑚

𝑥𝑗 ≥ =,≤ 0 (𝑗 = 1,… , 𝑛)
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线性规划问题的数学模型

• 向量形式

max min 𝑧 = 𝑐𝑋

s.t. ቊ
σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗𝑥𝑗 ≤ =,≥ 𝑏

𝑋 ≥ 0

其中 𝑐 = 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛

𝑋 =

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

, 𝑃𝑗 =

𝑎1𝑗
𝑎2𝑗
⋮

𝑎𝑚𝑗

, 𝑏 =

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

, 0 =

0
0
⋮
0
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(1.3)



线性规划问题的数学模型

• 矩阵形式

max min 𝑧 = 𝑐𝑋

s.t.ቊ
𝐴𝑋 ≤ =,≥ 𝑏 (1.4)
𝑋 ≥ 0

其中 𝐴 =

𝑎11
𝑎21
⋮

𝑎𝑚1

𝑎12
𝑎22
⋮

𝑎𝑚2

⋯
⋯
⋮
⋯

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛

（一般有𝑚 < 𝑛）

称为约束方程组变量的系数矩阵，简称为系数矩阵，也
可称为技术系数矩阵。
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线性规划模型的有关假设

• 线性规划模型是建立在以下隐含的重要假设基础
之上的：
▫ 比例性(proportionality)每个决策变量𝑥𝑗(𝑗 = 1,2,… , 𝑛)

在约束条件中以及在目标函数中数值变化时，按𝑥𝑗对应

的技术系数𝑎𝑖𝑗与价值系数𝑐𝑗严格地成比例变化。

▫ 可加性(additivity)：目标函数总值是各组成部分值
(𝑐𝑗𝑥𝑗)之和；第i个约束关系式中各组成部分值(𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗)之

和是第i项资源需求的总值。决策变量是独立的，相互
之间没有关联和交叉。

▫ 可分性(divisibility)：决策变量具有可分性，即允许取
非整数值（可以取小数、分数或任一实数）。

▫ 确定性(deterministic)：模型中的参数均为确定的常数。
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Linearity 线性



线性规划问题的两种重要形式
• 正则形式(Canonical form)和标准形式(Standard Form)
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线性规划问题的标准形式

• 标准形式的主要特征：

▫ 1、目标函数为求最大值（有的书上规定为求最小值）；

▫ 2、资源约束条件全为等式；

▫ 3、决策变量𝑥𝑗的取值均为非负。

▫ 4、资源约束条件右端常数项𝑏𝑖均为非负值；
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线性规划问题的标准形式

• 化非标准形式为标准形式
▫ （1）目标函数为求最小值

min 𝑧 =෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗 𝑥𝑗

求min z等价于求max (-z)，故令𝑧′ = −𝑧，可化为：

max 𝑧′ = −෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗 𝑥𝑗 =෍

𝑗=1

𝑛

(−𝑐𝑗) 𝑥𝑗
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线性规划问题的标准形式

• 化非标准形式为标准形式
▫ （2）约束条件为不等式

 若约束方程为“≤”不等式，则在相应不等式的
左端加入一个非负松弛变量，把原“≤”不等式
变为等式；

 若约束方程为“≥”不等式，则在相应不等式的
左端减去一个非负剩余变量（也可称松弛变量），
把原“≥”不等式变为等式。

（注意：松弛变量或剩余变量在实际问题中表示未被利
用的资源和超出的资源量，均未转化为价值和利润，因此
其在目标函数中的系数均为零。）
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线性规划问题的标准形式

• 化非标准形式为标准形式
▫ （3）存在取值无约束变量（即自由变量）𝑥𝑘
令𝑥𝑘 = 𝑥′𝑘 − 𝑥′′𝑘，其中𝑥′𝑘 , 𝑥

′′
𝑘 ≥ 0，将其代入模型

即可。

▫ （4）变量𝑥𝑗 ≤ 0：

令𝑥′𝑗 = −𝑥𝑗，显然𝑥′𝑗 ≥ 0.

▫ （5）约束条件右端项有𝑏𝑖 < 0

只需将等式或不等式两端同乘以“−1”，则约束右
端项大于零。
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线性规划问题的标准形式

• 例3 将下述线性规划问题化为标准形式

min 𝑧 = 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3

𝑠. 𝑡.

−2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 9
−3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≥ 4
3𝑥1 − 2𝑥2 − 3𝑥3 = −6

𝑥1 ≤ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3取值无约束
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线性规划问题的标准形式

• （例3）解：

令𝑧′ = −𝑧， 𝑥3 = 𝑥′3 − 𝑥′′3（𝑥′3, 𝑥
′′
3 ≥ 0），

𝑥′1 = −𝑥1，得上述线性规划问题的标准形式为

max 𝑧′ = 𝑥′1 − 2𝑥2 − 3𝑥′3 + 3𝑥′′3 + 0𝑥4 + 0𝑥5

𝑠. 𝑡.

2𝑥′1 + 𝑥2 + 𝑥′3 − 𝑥′′3 + 𝑥4 = 9

3𝑥′1 + 𝑥2 + 2𝑥′3 − 2𝑥′′3 − 𝑥5 = 4

3𝑥′1 + 2𝑥2 + 3𝑥′3 − 3𝑥′′3 = 6

𝑥′1, 𝑥2, 𝑥
′
3, 𝑥

′′
3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0
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课堂练习

• 将下述线性规划问题化为标准形式
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课堂练习

• 解：
步骤如下

22

3/8/2020Jiangnan University



课堂讨论

• 将下述线性规划问题化为标准形式

max 𝑧 = 2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3

𝑠. 𝑡.

𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 ≤ 20
2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 ≥ 12
𝑥1 − 4𝑥2 − 4𝑥3 ≥ 2
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0, 2 ≤ 𝑥3 ≤ 6
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课堂讨论

• 解：
首先考察变量, 令𝑥′3 = 𝑥3 − 2, 则2 ≤ 𝑥3 ≤ 6化为

𝑥′3 ≥ 0，𝑥′3 ≤ 4

此时目标函数化为 𝑧 = 2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥′3 + 2

再令 𝑧′ = 𝑧 − 2，并引入松弛变量和剩余变量，得到该线性
规划问题的标准形式为

max 𝑧′ = 2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥′3

𝑠. 𝑡.

𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥′3 + 𝑥4 = 22

2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥′3 − 𝑥5 = 10

𝑥1 − 4𝑥2 − 4𝑥′3 − 𝑥6 = 10

𝑥′3 + 𝑥7 = 4

𝑥1, 𝑥2, 𝑥
′
3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7 ≥ 0
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注意：在进行相应的变量替
换时必须要满足决策变量之
间相互独立性，即变量相互
之间没有关联和交叉。

将𝑥′3 ≤ 4作为
约束条件



Thank you!
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