
博弈论
第十二章



内容提要
• 引言

• 完全信息静态博弈

• 完全信息动态博弈

• 不完全信息静态博弈

• 不完全信息动态博弈

• 冲突分析简介
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第1节
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参考书
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博弈论概述
• 博弈论是研究具有斗争或竞争性质现象的数学理论和方法。

▫ 一般认为，它是现代数学的一个新分支，是运筹学的一个重
要学科。由于博弈论研究的问题与政治、经济、军事活动乃
至一般的日常生活等有着密切联系，因此日益引起广泛重视。

• 具有斗争或竞争性质的行为称为博弈行为(对策行为)。

▫ 在这类行为中，为了达到各自的目标和利益，参与斗争或竞
争的各方必须考虑对手的各种可能的行动方案（策略），并
力图选取对自己最有利或最合理的方案（策略）。

▫ 典型的博弈论例子：“齐王赛马”
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田忌赛马_百度百科.html


博弈论发展历程
• 博弈(Game Theory)，又称对策，是自古以来政治家和军事家
都很注意研究的问题。

▫ 我国古代的《孙子兵法》不仅是一部军事著作，而且算是最早的一
部博弈论专著。http://tv.cntv.cn/videoset/VSET100189932063

• 博弈论作为一门学科，是在20世纪40年代形成并发展起来的。
▫ 1944年，von Neumann与Oskar Morgenstern合著的《Theory of 

Games and Economic Behavior》一书的出版，标志着现代博弈论的
初步形成。

• 20世纪50年代，Nash建立了非合作博弈的“Nash Equilibrium”
理论，标志着博弈论的新时代开始。
▫ Nash的故事被好莱坞排成了电影《美丽心灵》，该片获得了2002年奥

斯卡四项大奖。

▫ 1994年，三位博弈论专家即数学家Nash、经济学家Harsanyi和Selten

因在博弈论及其在经济学中的应用研究上所作出的巨大贡献而获得诺
贝尔经济学奖。
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百家讲坛 马骏品读《孙子兵法》_科教_视频_央视网.html
http://tv.cntv.cn/videoset/VSET100189932063


博弈行为的三个基本要素
• 局中人(players)

▫ 指参与竞争或对抗的各方，即在一局博弈中，有权决定
自己行动方案的对策参加者。

 局中人可以是人，也可以是集团；可以有两方，也可以有
多方。

• 策略(stratgies)集

▫ 指局中人所拥有的对付其他局中人的行动方案（策略）
的集合。每个局中人都有自己的策略集。

 在一局博弈中，各局中人选定的策略形成的策略组合称为
一个局势。

• 收益函数(payoff function)

▫ 指一局博弈后各局中人的输赢得失，用𝑢 𝑢1, … , 𝑢𝑛 表示，
其中𝑢𝑖为局中人𝑖的收益。
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博弈行为的三个基本要素
• 备注

▫ 实际上，博弈论要研究问题需要考虑六个要素。除了上
述三个基本要素之外，另外三个要素是：
 信息
 完全信息（complete information）

▫ 对所有局中人的策略和支付函数的完全了解。

 不完全信息（incomplete information）

 完美信息（perfect information）

▫ 对所有局中人已有行动的完全把握。

 不完美信息（imperfect information）

 行动顺序

 外部环境

 外部环境是客观存在，不是人的主观决策，但是博弈论考虑很
多问题时经常会讨论外部环境。
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博弈论的假设
• 博弈论的研究是建立在下述假设前提下的：

▫ 参与博弈的各局中人都是“理性的”。

 理性人是指有一个明确定义的偏好，在面临给定的约束条
件下最大化自己的偏好。

 博弈中一个理性的决策必定建立在预测其他局中人的反应
之上。一个局中人将自己置身于其他局中人的位置，预测
他们将选择的行为，在这个基础上该局中人决定自己最理
想的行动。
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博弈模型的分类
• 按照博弈信息

▫ 完全信息博弈、不完全信息博弈

• 按照行动次序（或时间）
▫ 静态博弈、动态博弈

• 按照合作与否
▫ 非合作博弈、合作博弈

• 按照局中人个数
▫ 二人博弈、多人博弈

• 按照收益是否零和
▫ 零和博弈、非零和博弈

• 按照策略个数
▫ 有限博弈、无限博弈

• 按照数学特征
▫ 矩阵博弈、连续博弈、微分博弈、阵地博弈、凸博弈、随机博弈…
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博弈问题的解及相关概念
• 非合作博弈的解

▫ 均衡

• 合作博弈的解
▫ 核心、夏普利值，等

• 微分博弈的解
▫ 除了上面出现的解的概念之外，因其讨论的一个角度是最优控制，
因此有时解也称为控制。
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博弈问题的解及相关概念
• 备注：

▫ 决策理论曾经分为四个分支：

 最优化：一个个体在各种条件确定的状态下进行决策

 不确定型决策

 风险型决策

 冲突型决策（博弈论）

▫ 博弈论过去也称对策论。对策论有三个要素：局中人、策略
集、收益函数。在完全信息静态博弈中只需要考虑这三个要
素，因此，过去的对策论主要讨论的是完全信息静态博弈。
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第2节
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矩阵博弈
• 矩阵博弈是完全信息静态博弈中最简单的一种。

• 矩阵博弈的数学模型
▫ 局中人
 有A和B两个局中人。

▫ 策略集
 局中人A的策略集为 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ，局中人B的策略集为 𝑏1, … , 𝑏𝑛 。

▫ 收益函数
 在局中人A采取策略𝑎𝑖、局中人B采取策略𝑏𝑖时形成的（纯）局

势下(𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)下，两局中人各自的收益为𝑐𝑖𝑗
𝑎和𝑐𝑖𝑗

𝑏 。

• 备注
 完全信息是指所有局中人对其他局中人各自的策略以及不同局势
下的收益函数都有完全充分的了解。

 静态是指两局中人同时采取行动（互相保密），或虽不同时行动
但后行动者对前者采取的策略并不知晓。
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矩阵博弈
• 矩阵博弈的收益函数可用双元矩阵[(𝑐𝑖𝑗

𝑎 , 𝑐𝑖𝑗
𝑏 )]𝑚×𝑛表示:
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A的策略
B的策略

𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛

𝑎1 (𝑐11
𝑎 , 𝑐11

𝑏 ) (𝑐12
𝑎 , 𝑐12

𝑏 ) ⋯ (𝑐1𝑛
𝑎 , 𝑐1𝑛

𝑏 )

𝑎2 (𝑐21
𝑎 , 𝑐21

𝑏 ) (𝑐22
𝑎 , 𝑐22

𝑏 ) ⋯ (𝑐2𝑛
𝑎 , 𝑐2𝑛

𝑏 )

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑚 (𝑐𝑚1
𝑎 , 𝑐𝑚1

𝑏 ) (𝑐𝑚2
𝑎 , 𝑐𝑚2

𝑏 ) ⋯ (𝑐𝑚𝑛
𝑎 , 𝑐𝑚𝑛

𝑏 )



博弈模型的表达形式
• 博弈模型有策略式（也称为标准式、正则式）和扩展
式两种表达形式。
▫ 策略式博弈有时也称为矩阵博弈。

• 举例说明：
▫ 例1  囚徒困境问题(The Prisoner’s Dilemma)

设有甲、乙两名嫌疑犯因同一桩罪行被捕，由于希望他们坦
白并提供对方的犯罪证据，规定：
 若两人均坦白，各判刑3年；

 若一方坦白，另一方不坦白，坦白一方从轻释放，不坦白一方
判8年；

 若两人均不坦白，由于犯罪事实证据中很多不能成立，只能每
人各判1年。

试分别写出其策略式和扩展式的表达式。

6/10/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

16



博弈模型的表达形式
• (例1)解：

▫ 策略式，即写出收益函数的双元矩阵。

▫ 扩展式，即画出博弈树，描述所有局中人的行动顺序、采取的策略以及采
取策略时拥有的信息以及相应的收益。（图中乙的两个决策点之间用虚线
相连，表明两个决策点属于同一信息集，即在这两个点上乙所掌握的在该
点之前的博弈信息是完全一样的，乙不知道甲的策略是坦白还是不坦白。）
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甲
乙

坦白 不坦白

坦白 (-3, -3) (0, -8)

不坦白 (-8, 0) (-1, -1)

甲

乙 乙

(-3, -3) (0, -8)

坦白

坦白

不坦白

不坦白不坦白 坦白

(-8, 0) (-1, -1)
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博弈模型的表达形式
• 例2 从一张红牌和一张黑牌中随机出抽取一张，在对B保密情况下拿

给A看。

▫ 若A看到的是红牌，他可选择或掷硬币决定胜负，或让B猜。若选择掷硬
币，当出现正面，A赢p元，出现反面，输q元；若让B猜，当B猜中是红牌，
A输r元，反之B猜是黑牌，A赢s元。

▫ 若A看到的是黑牌，他只能让B猜。当B猜中是黑牌，A输u元，反之B猜是
红牌，A赢t元。

试确定A、B各自的策略，建立该博弈的策略式和扩展式模型。

• 解：

▫ 因A的赢得和损失分别是B的损失和赢得，因此本例属二人零和博弈。

▫ 由于本例博弈模型的策略表达式难以直接写出，故可先写出其扩展式。见
下页的博弈树。
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博弈模型的表达形式
• (例2)解（续）：

▫ 本例模型的扩展式见下图，该图中为随机点，为决策点。
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(p, -p)

抽到红牌
1/2

掷硬币 让B猜

猜红

抽到黑牌
1/2

让B猜

猜红猜黑 猜黑反面
1/2

正面
1/2

(-q, q) (-r, r) (s, -s) (t, -t) (-u, u)



博弈模型的表达形式
• (例2)解（续）：

▫ 由本例博弈模型的扩展式（博弈树），可归纳出各种情况下局中人A与B
各自的收益值，见下表（A的策略有掷硬币和让B猜两种，B的策略有猜红
和猜黑两种）：

▫ ：
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A

B

抽到红牌(½) 抽到黑牌(½)

正面(½) 反面(½)
猜红 猜黑

猜红 猜黑 猜红 猜黑

掷硬币 (p, -p) (p, -p) (-q, q) (-q, q) (t, -t) (-u, u)

让B猜 (-r, r) (s, -s) (-r, r) (s, -s) (t, -t) (-u, u)

可以跳过此表，直接写出
下面的策略式博弈



博弈模型的表达形式
• (例2)解（续）：

▫ 由上表中的数据，计算各种局势下A、B的收益期望值，从而得到本例的
收益矩阵，即标准式（策略式），见下表：
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A
B

猜红 猜黑

掷硬币
1

4
𝑝 − 𝑞 + 2𝑡 , −

1

4
𝑝 − 𝑞 + 2𝑡

1

4
𝑝 − 𝑞 − 2𝑢 ,−

1

4
𝑝 − 𝑞 − 2𝑢

让B猜
1

2
−𝑟 + 𝑡 , −

1

2
−𝑟 + 𝑡

1

2
𝑠 − 𝑢 ,−

1

2
𝑠 − 𝑢



博弈模型的表达形式
• 备注

▫ 博弈模型的策略式和扩展式可以相互转化，具体模型中采用何种表
达式，应看哪一种更方便来定。

▫ 博弈树中每个决策点都对应相应的信息集，它表明决策者掌握的在
该决策点之前的信息及该点在决策中所处的层次。

▫ 一个信息集可以含一个决策点，也可以含多个决策点，前者称为单
点信息集，后者称为多点信息集。

▫ 两个以上决策点属于同一信息集的条件：

 (1) 这些决策点属于同一决策层次

 (2) 进行决策前的信息相同。
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课堂练习
• 1、画出“Rock, Paper, Scissors”博弈的扩展式（即：
博弈树）

• 2、写出“田忌赛马”的博弈的策略式。
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课堂练习
• 1、“Rock, Paper, Scissors”的扩展式博弈（即：博
弈树）如下
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课堂练习
• 2、“田忌赛马”的博弈的策略式可用下表表示：
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齐王的
策略

田忌的策略

𝑏1
(上,中,下)

𝑏2
(上,下,中)

𝑏3
(中,上,下)

𝑏4
(中,下,上)

𝑏5
(下,中,上)

𝑏6
(下,上,中)

𝑎1(上,中,下) 3 1 1 1 1 -1

𝑎2(上,下,中) 1 3 1 1 -1 1

𝑎3(中,上,下) 1 -1 3 1 1 1

𝑎4(中,下,上) -1 1 1 3 1 1

𝑎5(下,中,上) 1 1 -1 1 3 1

𝑎6(下,上,中) 1 1 1 -1 1 3

齐王的赢得



纳什均衡
• 概述

▫ 经济学中的均衡理论
 当一个系统处于平衡状态时，系统中的各参与方都不会主
动采取行动偏离这个状态，因为当其他人不采取行动时，
谁采取任何偏离平衡状态的行动只会给自己带来损失。

▫ 博弈论中的纳什均衡
 纳什均衡是博弈论中最重要的概念，或可以说博弈论就是
建立在纳什均衡理论的基础上。
 在矩阵博弈中，双方局中人寻求的最优解是一种均衡解，达到
这种均衡时，只要其他局中人不改变自己的策略，则任何一方
单独改变自己的策略只能带来收益或效用的减少。

 纳什均衡是一种策略组合，其中每个局中人的策略是对其他局
中人策略的最优反应（最佳应对）。
▫ 在囚徒困境问题中，两名囚徒采取的(坦白，坦白)策略就是纳什均
衡解。
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甲
乙

坦白 不坦白

坦白 (-3, -3) (0, -8)

不坦白 (-8, 0) (-1, -1)



纳什均衡
• 定义

▫ 博弈的标准式
 在有𝑛个局中人的博弈中，设各局中人的策略空间分别为𝑆1, … ,
𝑆𝑛，用(𝑠1, … , 𝑠𝑛)表示每个局中人选定某一策略时形成的局势，
这里𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛。令𝑢𝑖(𝑠1, … , 𝑠𝑛)表示相应于该局势的第𝑖
个局中人的收益函数(可简写为𝑢𝑖)，则称𝐺{𝑆1, … , 𝑆𝑛; 𝑢1, … , 𝑢𝑛}
为博弈的标准式，也称为策略式。

▫ 严格劣策略
 设𝑠𝑖

′ ∈ 𝑆𝑖， 𝑠𝑖
′′ ∈ 𝑆𝑖，若对于分别与其他局中人所有可能的策略

组成的局势，均有

𝑢𝑖 𝑠1, … , 𝑠𝑖−1, 𝑠𝑖
′, 𝑠𝑖+1, … , 𝑠𝑛 < 𝑢𝑖 𝑠1, … , 𝑠𝑖−1, 𝑠𝑖

′′, 𝑠𝑖+1, … , 𝑠𝑛
则称𝑠𝑖

′是对𝑠𝑖
′′的严格劣策略。
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思考：前述的“囚徒困境”
博弈中有无严格劣策略？
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弱劣策略
Strategy B weakly dominates strategy T (and strategy T is weakly 
dominated by strategy B).

严格占优意味着弱占优。
除非特别写明“严格占优” ，否则后面的讨论用“占优”表示“弱占优”



纳什均衡
• 备注

▫ 假定：局中人不会选择劣策略。

▫ 重复剔除严格劣策略的结果（即剔除过程结束后剩下的
策略集）不依赖于剔除策略的顺序；但重复剔除弱劣策
略可能会影响剔除的结果。

 严格劣策略的剔除对博弈的均衡集没有影响。重复剔除弱
劣策略可能会减少均衡集，但不会产生新的均衡。
 实际上，重复剔除弱劣策略可能会剔除掉原来博弈的全部均衡。
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纳什均衡
• 定义

▫ 纳什均衡
 在有𝑛个局中人的标准式博弈𝐺{𝑆1, … , 𝑆𝑛; 𝑢1, … , 𝑢𝑛}中，若局势
(𝑠1

∗, … , 𝑠𝑛
∗)满足：对每一个局中人𝑖，𝑠𝑖

∗是该局中人针对其他𝑛 − 1
个局中人所选策略{𝑠1

∗, … , 𝑠𝑖−1
∗ , 𝑠𝑖+1

∗ , … , 𝑠𝑛
∗}的最佳应对策略，则称

局势(𝑠1
∗, … , 𝑠𝑖−1

∗ , 𝑠𝑖
∗, 𝑠𝑖+1

∗ , … , 𝑠𝑛
∗)是该博弈的一个（纯策略意义下

的）纳什均衡。

即：∀𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖，有

𝑢𝑖(𝑠1
∗, … , 𝑠𝑖−1

∗ , 𝑠𝑖
∗, 𝑠𝑖+1

∗ , … , 𝑠𝑛
∗) ≥ 𝑢𝑖(𝑠1

∗, … , 𝑠𝑖−1
∗ , 𝑠𝑖 , 𝑠𝑖+1

∗ , … , 𝑠𝑛
∗)

或：𝑠𝑖
∗是以下优化问题的最优解

max
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝑢𝑖(𝑠1
∗, … , 𝑠𝑖−1

∗ , 𝑠𝑖 , 𝑠𝑖+1
∗ , … , 𝑠𝑛

∗)
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注意：纯策略意义下的纳什均衡不一定存在。



纳什均衡
• 备注

▫ 纳什证明了在任何非合作有限博弈（局中人数量及每个局中
人的策略空间均为有限）中，都存在至少一个混合策略意义
下的纳什均衡。

▫ 纳什均衡所体现的最重要特征是稳定性：在纳什均衡下，每
个局中人针对其他局中人的行为，选择对自己最有利的行动。

▫ 社会行为规范可被视为纳什均衡。

 如果一个行为规范不是均衡，那么社会中的有些人将发现，偏离
行为规范对自己有利，从而规范也就不成其为规范了。

▫ 尽管纳什均衡的概念有很多优点，但在策略式或扩展式博弈
的研究中，它既不是一切，也不是终结。

 一些博弈不存在纳什均衡或存在多个纳什均衡，即使博弈存在唯
一的纳什均衡，它也未必总是可以描述理性局中人的预期行为。

 非合作有限博弈纳什均衡解的计算问题还远没有解决。
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As we have argued, when only strictly dominated strategies are involved in a process of
iterated elimination, the result is independent of the order in which strategies are eliminated.
In iterated elimination of weakly dominated strategies, the result may be sensitive to the
order of elimination. This phenomenon occurs for example in the following game.

Dominance is a very important concept in game theory. As we saw in the previous section,
it has several limitations, and it is insufficient for predicting a rational result in every game.
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有两个纳什均衡
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更理想的均衡
也更危险!



安全性：最大最小的概念
• 引例：考虑如下博弈

▫ 该博弈有唯一但“危险”的均衡

▫ 在一般的博弈中，局中人i能够为自己担保的收益是多少？

 在“不依赖”于其他局中人理性的前提下，甚至对他们的潜在
行为做最悲观的估计，以保证自己最佳可能的收益。由此局中人
i 能够保证自己得到的收益值称为他的最大最小值(maxmin
value)，有时也称作局中人i 的安全水平(security level)，保证实
现这一值的策略称为相应局中人i 的最大最小策略。
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局中人 I
局中人 II

L R

T (2, 1) (2,−20)

M (3, 0) (−10, 1)

B (−100, 2) (3, 3)



安全性：最大最小的概念
• 引例：考虑如下博弈

▫ 计算每个局中人的安全值

 局中人I的最大最小值是2，保证他得到这个值的策略是T；局中
人II的最大最小值是0，保证他得到这个值的策略是L。若两个局
中人都选择各自的最大最小策略，则结果是(T, L)，对应的收益
是(2, 1)，这里局中人II的收益是1，大于他的最大最小值0。
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局中人 I
局中人 II

min
L R

T (2, 1) (2, −20) 2

M (3, 0) (−10, 1) −10

B (−100, 2) (3, 3) −100

min 0 −20 (2, 0)



安全性：最大最小的概念
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安全性：最大最小的概念
• 备注

▫ 局中人在纳什均衡中的收益至少等于他的最大最小值。

▫ 剔除任何特定局中人的劣策略（严格劣策略或弱劣策略）不
影响该局中人的最大最小值。

 剔除一个局中人的（严格或弱）劣策略可能会增加其他局中人的
最大最小值（但不会降低其他局中人的最大最小值）。

 当计算局中人i 的最大最小值时，我们可以剔除他的劣策略，但

是一定不能剔除其他局中人的劣策略，因为这样做可能会增加局
中人i 的最大最小值。因此，重复剔除（严格或弱）劣策略可能
会增加某些局中人的最大最小值。

▫ 在二人零和博弈中，基于稳定性的均衡概念和基于安全性的
最大最小概念是一回事，带来的是相同的结果。而在非零和
博弈中，两个概念是不同的，对参与人的行为有不同的推测。
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纳什均衡解的求取
• 用画线法求具有纯策略的纳什均衡解

▫ 具体步骤

 对收益矩阵的每一列，在每一个收益向量的第一个分量的
最大者下方画线；

 对收益矩阵的每一行，在每一个收益向量的第二个分量的
最大者下方画线；

 两个分量下方都有画线的收益向量对应的策略组合是这个
博弈的一个纳什均衡。
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纳什均衡解的求取
• 用画线法求具有纯策略的纳什均衡解

▫ 例3 试用画线法求例1中囚徒困境问题的纳什均衡解。

▫ 解：

由于纳什均衡中每个局中人的策略是对其他人策略的最优反应（最佳
应对），因此在上表中甲、乙均采取坦白策略时的收益向量数字下均
画了横线，其对应的（纯）局势(坦白, 坦白)即为纳什均衡解。
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甲
乙

坦白 不坦白

坦白 (-3, -3) (0, -8)

不坦白 (-8, 0) (-1, -1)

也可以用剔除严格劣策略的
方法求得该例的纳什均衡解



纳什均衡解的求取
• 备注

▫ “囚徒困境”的理论意义

 20世纪80年代以前的经济学，主要讨论完全竞争的市场经济，它建立
在亚当·斯密的“看不见的手”的原理上，即每个人都从利己的角度出

发，从不考虑对他人的影响，但最后却获得了全社会的最优。但“囚徒
困境”和纳什均衡质疑了这个原理。

▫ 当个人理性与集体理性不一致时，如果没有强制性的法律措施，则
服从于集体理性的协议规则很难执行。

▫ 纳什均衡虽然不一定是最有利的结局，但在其他各方策略不变时，
任何一方单独改变策略只会对自己带来不利，因此建立在纳什均衡
基础上的协议规则是博弈各方都能遵守的。
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纳什均衡解的求取
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二人零和博弈
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二人零和博弈
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二人零和博弈
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二人零和博弈
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二人零和博弈
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二人零和博弈
• 备注

▫ 需要注意的是，我们隐含地假定，策略型博弈是参与人
同时选择行动的博弈，每个参与人在选择自己的策略时，
并不知道对方选择的策略。但是，如果博弈有一个值，
则每个参与人可以向对方展示自己意欲选择的最佳策略，
而仍然可以保证自己的最大最小值。
 在“田忌赛马”博弈中，这样做合理吗？

▫ 在二人零和博弈中，博弈的值和纳什均衡，虽然是两个
不同的解的概念，却是一回事，带来的是相同的结果，
即安全性的目标和稳定性的目标合二为一。值的概念兼
有安全性和稳定性两个方面，而纳什均衡仅指稳定性一
个方面。在非零和博弈中，安全性和稳定性是两个不同
的概念。
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纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 引例

 对A来讲，策略a3和a4对a1是劣策略；对B来讲，策略b3对
b1是劣策略，策略b4对b2是劣策略。

 删去上述的劣策略，得到下页中的表。
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A
B

𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑏4

𝑎1 (1, -1) (4, -4) (8, -8) (7, -7)

𝑎2 (3, -3) (2, -2) (3, -3) (2, -2)

𝑎3 (0, 0) (3, -3) (5, -5) (3, -3)

𝑎4 (0, 0) (4, -4) (3, -3) (7, -7)



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 引例（续）

 应用画线法求解上表，可知该问题不存在纯策略意义下的
纳什均衡解。

 双方都不能连续不变地使用某种纯策略，都必须考虑如何
随机地使用自己的策略，使对方琢磨不到自己使用何种策
略，因此要用到混合策略。
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A
B

𝑏1 𝑏2

𝑎1 (1, -1) (4, -4)

𝑎2 (3, -3) (2, -2)



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 方法原理
 设局中人A分别以𝑥1, … , 𝑥𝑚的概率混合使用他的𝑚种策略，
设局中人B分别以𝑦1, … , 𝑦𝑛的概率混合使用他的𝑛种策略，
见下表：
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A

B

𝑦1 𝑦2 ⋯ 𝑦𝑛

𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛

𝑥1 𝑎1 (𝑐11
𝑎 , 𝑐11

𝑏 ) (𝑐12
𝑎 , 𝑐12

𝑏 ) ⋯ (𝑐1𝑛
𝑎 , 𝑐1𝑛

𝑏 )

𝑥2 𝑎2 (𝑐21
𝑎 , 𝑐21

𝑏 ) (𝑐22
𝑎 , 𝑐22

𝑏 ) ⋯ (𝑐2𝑛
𝑎 , 𝑐2𝑛

𝑏 )

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑚 𝑎𝑚 (𝑐𝑚1
𝑎 , 𝑐𝑚1

𝑏 ) (𝑐𝑚2
𝑎 , 𝑐𝑚2

𝑏 ) ⋯ (𝑐𝑚𝑛
𝑎 , 𝑐𝑚𝑛

𝑏 )



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 方法原理
 当A采用混合策略(𝑥1, … , 𝑥𝑚)，B分别采用纯策略𝑏1, … , 𝑏𝑛时，A
的期望收益分别为  𝑖=1

𝑚 𝑐𝑖1
𝑎 𝑥𝑖, …,   𝑖=1

𝑚 𝑐𝑖𝑛
𝑎 𝑥𝑖. 

 根据二人零和博弈中稳定性(纳什均衡)与安全性(最大最小策略
组合)的一致性，求局中人A的最大最小值（maxmin value）𝑣𝑎
可表示为：

𝑣𝑎 = max
𝑥1,…,𝑥𝑚

{min{ 𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖1

𝑎 𝑥𝑖 ,…,  𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑛

𝑎 𝑥𝑖}}

𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑚 = 1
𝑥𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 1,… ,𝑚)
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从安全性角度出发：
考虑各种可能最坏情
况，从中选取最好者。



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 方法原理
 令 𝑣1 = min{ 𝑖=1

𝑚 𝑐𝑖1
𝑎 𝑥𝑖 ,…,  𝑖=1

𝑚 𝑐𝑖𝑛
𝑎 𝑥𝑖}，则上式可化为如下线性规划模型

𝐿1: max{𝑣1}

𝑠. 𝑡.  

 𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑗

𝑎𝑥𝑖 ≥ 𝑣1 (𝑗 = 1,… , 𝑛)

 𝑖=1
𝑚 𝑥𝑖 = 1

𝑥𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 1,… ,𝑚)

 上式中每个不等式约束均除以𝑣1 (𝑣1必须大于零，故不妨设𝑣1 > 0)，又
求max{𝑣1}等价于求min{1/𝑣1}，令𝑥𝑖

′ = 𝑥𝑖/𝑣1，则求A的最优混合策略
可进一步化为如下线性规划模型：

𝐿1′: min
1

𝑣1
= 𝑥1

′ +⋯+ 𝑥𝑚
′

𝑠. 𝑡.

𝑐11
𝑎 𝑥1

′ +⋯+ 𝑐𝑚1
𝑎 𝑥𝑚

′ ≥ 1
……

𝑐1𝑛
𝑎 𝑥1

′ +⋯+ 𝑐𝑚𝑛
𝑎 𝑥𝑚

′ ≥ 1

𝑥𝑖
′ ≥ 0 (𝑖 = 1,… ,𝑚)
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即局中人A的
最大最小策略



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 方法原理
 当B采用混合策略(𝑦1, … , 𝑦𝑛)，A分别采用纯策略𝑎1, … , 𝑎𝑚时，B

的期望收益分别为  𝑖=1
𝑚 𝑐1𝑗

𝑏 𝑦𝑗, …,   𝑗=1
𝑛 𝑐𝑚𝑗

𝑏 𝑦𝑗. 

 根据二人零和博弈中稳定性(纳什均衡)与安全性(最大最小策略
组合)的一致性，求局中人B的最大最小值（maxmin value）𝑣𝑏
可表示为：

𝑣𝑏 = max
𝑦1,…,𝑦𝑛

{min{ 𝑗=1
𝑛 𝑐1𝑗

𝑏 𝑦𝑗 ,…,  𝑗=1
𝑛 𝑐𝑚𝑗

𝑏 𝑦𝑗}}

𝑦1 +⋯+ 𝑦𝑛 = 1
𝑦𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 1,… , 𝑛)
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从安全性角度出发：
考虑各种可能最坏情
况，从中选取最好者。



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 方法原理
 令 𝑣2 = min{ 𝑗=1

𝑛 𝑐1𝑗
𝑏 𝑦𝑗 ,…,  𝑗=1

𝑛 𝑐𝑚𝑗
𝑏 𝑦𝑗}，则上式可化为如下线性规划

𝐿2: max{𝑣2}

𝑠. 𝑡.

 𝑗=1
𝑛 𝑐𝑖𝑗

𝑏𝑦𝑗 ≥ 𝑣2 (𝑖 = 1, … ,𝑚)

 𝑗=1
𝑛 𝑦𝑗 = 1

𝑦𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 1,… , 𝑛)

 实际上，由于在二人零和博弈中，有𝑐𝑖𝑗
𝑏 = −𝑐𝑖𝑗

𝑎 (𝑖 = 1,… ,𝑚; 𝑗 = 1,… , 𝑛)，

因此，上述𝐿1和𝐿2是一对互为对偶的线性规划问题。

 此外，由于上述𝐿1和𝐿2各自都有可行解，因此由线性规划对偶理论可知，
两者都有最优解，且最优解的目标函数值相等，该最优值称为该博弈在
混合策略意义下的值。
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纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 方法原理
 令 𝑣2 = −𝑣2，则上述线性规划问题𝐿2等价于下面的线性规划问题𝐿2

𝐿2: min{𝑣2}

𝑠. 𝑡.

 𝑗=1
𝑛 𝑐𝑖𝑗

𝑎𝑦𝑗 ≤ 𝑣2(𝑖 = 1,… ,𝑚)

 𝑗=1
𝑛 𝑦𝑗 = 1

𝑦𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 1,… , 𝑛)

 上式中每个不等式约束均除以𝑣2 (𝑣2必须大于零，故不妨设𝑣2 > 0)，又
求min{𝑣2}等价于求max{1/𝑣2}，令𝑦𝑖

′ = 𝑦𝑖/𝑣2，则求B的最优混合策略
可进一步化为如下线性规划模型：

𝐿2′: max
1

𝑣2
= 𝑦1

′ +⋯+ 𝑦𝑛
′

𝑠. 𝑡.

𝑐11
𝑎 𝑦1

′ +⋯+ 𝑐1𝑛
𝑎 𝑦𝑛

′ ≤ 1
……

𝑐𝑚1
𝑎 𝑥1

′ +⋯+ 𝑐𝑚𝑛
𝑎 𝑦𝑛

′ ≤ 1

𝑦𝑗
′ ≥ 0 (𝑗 = 1,… , 𝑛)
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即局中人B的
最小最大策略



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ 例4 求下表所示二人零和博弈的纳什均衡解。

▫ 解：
 设局中人A分别以𝑥1, 𝑥2的概率使用𝑎1、𝑎2两个策略，局中人B分别以
𝑦1, 𝑦2的概率使用𝑏1、𝑏2两个策略。

 由于本例中B的收益均为负值，考虑到最优混合策略的线性规划模型中
𝑣′和𝑣′′不允许为零或负值，因此在B的每个收益值上加上数值k=4 (得到
下表)，最后再从最终博弈的期望值中减去k即可。
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A
B

𝑏1 𝑏2
𝑎1 (1, -1) (4, -4)

𝑎2 (3, -3) (2, -2)

A
B

𝑏1 𝑏2

𝑎1 (1, 3) (4, 0)

𝑎2 (3, 1) (2, 2)

由引例中的分析
可知，该问题不
存在纯策略意义
上的纳什均衡解



纳什均衡解的求取
• 二人零和博弈混合策略纳什均衡：线性规划方法

▫ (例4)解（续）：

 根据上表写出求解局中人A、B的最优混合策略的线性规划模型𝐿1和𝐿2:

 用（对偶）单纯形法求解，可得

𝑥1
′ = 0.1, 𝑥2

′ = 0.3, 𝑣1 =
1

0.1+0.3
= 2.5;故 𝑥1 =

1

4
, 𝑥2 =

3

4
.

𝑦1
′ =

1

3
, 𝑦2

′ =
1

3
, 𝑣2 =

1
1

3
+
1

3

=
3

2
;故 𝑦1 =

1

2
, 𝑦2 =

1

2
.

 故局中人A的最优混合策略为𝑋∗ = (
1

4
,
3

4
)，局中人B的最优混合策略为

𝑌∗ = (
1

2
,
1

2
)，(𝑋∗, 𝑌∗)就是混合策略意义上的纳什均衡解。
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𝐿1: min
1

𝑣1
= 𝑥1

′ + 𝑥2
′

𝑠. 𝑡.  

𝑥1
′ + 3𝑥2

′ ≥ 1

4𝑥1
′ + 2𝑥2

′ ≥ 1

𝑥1
′ , 𝑥2

′ ≥ 0

𝐿2: min
1

𝑣2
= 𝑦1

′ + 𝑦2
′

𝑠. 𝑡.  

3𝑦1
′ ≥ 1

𝑦1
′ + 2𝑦2

′ ≥ 1

𝑦1
′ , 𝑦2

′ ≥ 0



纳什均衡解的求取
• 备注

▫ 对于二人（有限）零和博弈，上述𝐿1和𝐿2实际上为一对互为对偶的
线性规划模型。因此，由线性规划的对偶理论，只需求得其中一个
问题的解，同时也就得到了其对偶问题的解。

▫ 对于二人（有限）零和博弈，除了线性规划方法，还可以用图解法、
方程组法等方法来求解。

▫ 对于二人（有限）非零和博弈，可以通过求解一个二次规划来求得
纳什均衡解。解线性规划存在有效的算法，然而，解一般的二次规
划却没有已知的有效算法。

▫ 对于2 × 2型的非零和博弈，也可以采用计算均衡点（几何法）来
求得纳什均衡。

▫ 寻求纳什均衡的一个有效工具是无差异原则，即：如果一个混合策
略纳什均衡要求局中人以正的概率使用两个不同的纯策略，假定其
他局中人按照均衡解选择策略，则该局中人选择某个纯策略的预期
收益应该等于他选择另一个纯策略的预期收益。
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补充练习
• 1、用线性规划方法求如下二人零和博弈问题

𝐴 =
7 2 9
2 9 0
9 0 11

解：

求解问题可化为如下两个互为对偶的线性规划问题
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𝑃: min(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)

𝑠. 𝑡.

7𝑥1 + 2𝑥2 + 9𝑥3 ≥ 1
2𝑥1 + 9𝑥2 ≥ 1
9𝑥1 + 11𝑥3 ≥ 1
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

𝐷: max(𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3)

𝑠. 𝑡.

7𝑦1 + 2𝑦2 + 9𝑦3 ≤ 1
2𝑦1 + 9𝑦2 ≤ 1
9𝑡1 + 11𝑦3 ≤ 1
𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0



补充练习
解（续）：

利用单纯形法求解问题D，得到问题D的解为

𝑦 = ( 1
20

,
1
10

,
1
20
)𝑇 , 𝜔 = 16

80

由求解问题D的最终单纯形表的检验数行可得问题P的解为

𝑥 = ( 4
80,

8
80,

4
80)

𝑇 , 𝑧 = 16
80

从而得到该博弈的值为

𝑣 = 80
16 = 5

局中人I和II的最优策略分别为

𝑥∗ = 𝑣 ∙ 4
80,

8
80,

4
80

𝑇
= 1

4,
2
4,

1
4

𝑇

𝑦∗ = 𝑣 ∙ 1
20,

1
10,

1
20

𝑇
= 1

4,
2
4,

1
4

𝑇
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补充练习
• 2、用图解法求如下二人零和博弈问题

5 0
3 4

解：

设局中人I的混合策略为(𝑥, 1 − 𝑥)𝑇，则他的收益为𝑥的函数, 
取决于局中人II的策略：

▫ 若局中人II选择L：𝑈 𝑥, 𝐿 = 5𝑥 + 3 1 − 𝑥 = 2𝑥 + 3

▫ 若局中人II选择R：𝑈 𝑥, 𝑅 = 0𝑥 + 4 1 − 𝑥 = −4𝑥 + 4

下页的图给出了这两个函数的图形。

粗线表示的函数为局中人I选择𝑥所得到的最低收益
min
𝑠𝐼𝐼∈𝑆𝐼𝐼

𝑈 𝑥, 𝑠𝐼𝐼

这些最小值构成的折线称为局中人I收益的下包络。
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T

B
L R



补充练习
解（续）：

该博弈的混合策略的值等于max
𝜎𝐼∈ 𝐼

min
𝑠𝐼𝐼∈𝑆𝐼𝐼

𝑈 𝜎𝐼 , 𝑠𝐼𝐼 为下包络的

最大值。该最大值出现在上图中两条直线的交点，即由如下
方程决定的点（𝑥 = 1

6
）：

2𝑥 + 3 = −4𝑥 + 4

因此局中人I的最佳策略（即均衡策略）是(1
6
, 5
6
)𝑇，

博弈的混合策略值就是交点的高度𝑣 = 2 × 1

6
+ 3 = 31

3
.

6/10/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

74



补充练习
解（续）：

通过类似计算，可求得局中人II的最佳策略，即找出使得达
到最小值 min

𝜎𝐼𝐼∈ 𝐼𝐼

min
𝑠𝐼∈𝑆𝐼

𝑈 𝑠𝐼 , 𝜎𝐼𝐼 的策略。该最小值出现在上图

中两条直线形成的上包络的交点，是上包络的最小值。求解
方程5y = 4 − y可得𝑦 = 2

3
.

因此局中人II的最佳策略（即均衡策略）是(2
3
, 1
3
)𝑇，

博弈的混合策略值就是交点的高度𝑣 = 5 × 2

3
= 31

3
.
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补充练习
• 备注

▫ 对于2 × 𝑛和𝑚 × 2型的二人有限零和博弈，也可以用图
解法来分析求解。
 假设局中人I有两个纯策略。将局中人I的收益表示为局中
人II的每个纯策略的函数（一条直线），这是一个关于𝑥的
函数， 𝑥是局中人I选择的混合策略。找出这些直线的下包
络，然后找到下包络的最大值。这个最大值就是博弈的混
合策略值。然后寻找局中人II的纯策略，满足各纯策略的
收益对应的直线的交点包含下包络的最大值。
 可能有超过两个纯策略对应的直线包括下包络的最大值。在这
种情况下，只需要选择两个这样的策略：一个策略对应的直线
是非递增的，另一个策略对应的直线是非递减的。

 找到这样的两个纯策略之后，求解相应的线性方程组，可得到
局中人II的最佳策略，即找到两条线的加权平均，使其成为一
条水平线。
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补充练习
• 3、用计算均衡点的方法求下述非零和博弈的纳什均衡。
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补充练习
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补充练习
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补充练习
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补充练习
• 4、用无差异原则（the indifference principle）求下述非
零和博弈的纳什均衡。
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补充练习
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补充练习
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补充练习
• 5、求下述二人博弈的纳什均衡。
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补充练习
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补充练习
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应用举例
• 例5 古诺(Cournot)的寡头竞争模型

▫ 有两个生产相同产品的企业A和B，其产量分别为𝑞1 和
𝑞2，市场的总供应量为𝑄 = 𝑞1 + 𝑞2。设𝑃 𝑄 = 12 − 𝑄
表示市场出清时的单位产品价格（即将产品全部售出时
的单位产品价格），又企业𝑖生产𝑞𝑖产品时无固定成本，
生产单位产品的边际成本为常数3，也即总成本为
𝐶𝑖 𝑞𝑖 = 3𝑞𝑖。求当A、B两企业在互不知道情况下独立
决策的纳什均衡解。

▫ 备注
 边际成本：在经济学和金融学中，边际成本指的是每一单位新
增生产的产品（或者购买的产品）带来的总成本的增量。
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应用举例
• (例5)解：

▫ A、B两企业产量分别为𝑞1 和𝑞2时各自的收益函数分别为

𝑢1 = 𝑞1𝑃 𝑄 − 𝐶1 𝑞1 = 𝑞1 12 − 𝑞1 − 𝑞2 − 3𝑞1 = 9𝑞1 − 𝑞1
2 − 𝑞1𝑞2

𝑢2 = 𝑞2𝑃 𝑄 − 𝐶2 𝑞2 = 𝑞2 12 − 𝑞1 − 𝑞2 − 3𝑞2 = 9𝑞2 − 𝑞2
2 − 𝑞1𝑞2

▫ 由于是连续变量，不能用对矩阵进行画线的方法求解。可根据下式
通过求导的方法进行求解：

𝑠𝑖
∗是以下优化问题的最优解

max
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝑢𝑖(𝑠1
∗, … , 𝑠𝑖−1

∗ , 𝑠𝑖 , 𝑠𝑖+1
∗ , … , 𝑠𝑛

∗)

▫ 设是(𝑞1
∗, 𝑞2

∗)本例的纳什均衡解，则𝑞1
∗, 𝑞2

∗分别是下述优化问题的解

max
𝑞1∈𝑆1

𝑢1(𝑞1 , 𝑞2
∗)， max

𝑞2∈𝑆2
𝑢2(𝑞1

∗, 𝑞2 )

▫ 因此由  

𝜕𝑢1

𝜕𝑞1
= 9 − 2𝑞1 − 𝑞2 = 0

𝜕𝑢2

𝜕𝑞2
= 9 − 2𝑞2 − 𝑞1 = 0

, 得到  
𝑞1
∗ = 3

𝑞2
∗ = 3

，𝑢1
∗ = 𝑢2

∗ = 9
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应用举例
• 备注

▫ 例5中求得两企业分别独立决策时，两企业的收益总和为18.

▫ 下面将两企业作为一个总体来考虑，其收益为
𝑢 𝑄 = 𝑄 12 − 𝑄 − 3𝑄 = 9𝑄 − 𝑄2

当𝑄 = 𝑄∗ = 4.5时，上式取得最大值𝑢 𝑄∗ = 20.25；同时参照例5的
结果，知A、B两个企业各自的产量应为

𝑞1
∗ = 𝑞1

∗ = 2.25，

各自的收益应为

𝑢1
∗ = 𝑢2

∗ = 10.125.

▫ 将例5及上述分析结果列于下表：
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A
B

𝑞1 = 2.25 𝑞2 = 3

𝑞1 = 2.25 (10.125, 10.125) (8.4375, 11.25)

𝑞2 = 3 (11.25, 8.4375) (9, 9)



应用举例
• 备注

▫ 将例5及上述分析结果列表如下：

▫ 前述将两企业作为一个总体来考虑时，两企业的各自最优策略为
𝑞1 = 𝑞2 = 2.25.

▫ 按照非合作博弈采用画线法求解，得到纳什均衡解为𝑞1 = 𝑞2 = 3.

▫ 该例情形与囚徒困境类似。目前市场上的彩电、冰箱、空调等的大
战，正是反映了各企业只从追求自己利润最大化考虑进行独立决策，
而不是从整体的利益统一考虑。
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A
B

𝑞1 = 2.25 𝑞2 = 3

𝑞1 = 2.25 (10.125, 10.125) (8.4375, 11.25)

𝑞2 = 3 (11.25, 8.4375) (9, 9)



应用举例
• 例6 有甲、乙两支游泳队举行包括三个项目的对抗赛。这两支游泳队

各有一名健将级运动员（甲队为李，乙队为王），在三个项目中成绩
都很突出。但规则准许他们每人分别只能参加两项比赛，而每队的其
他两名运动员则可能参加全部三项比赛。已知各运动员预赛比赛成绩
（单位：s）见下表：

• 假定各运动员在比赛中都能发挥正常水平，达到预赛成绩。又规定每
项比赛第一名得5分，第二名得3分，第三名得1分，问每队的教练应

决定让自己的健将级运动员参加哪两项比赛，使本队的期望得分为最
多（各队出场名单互相保密，且在确定后不准变动）？

6/10/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

91

甲队 乙队

赵 钱 李 王 张 孙

100米蝶泳 54.7 58.2 52.1 53.6 56.4 59.8

100米仰泳 62.2 63.4 58.2 56.5 59.7 61.5

100米蛙泳 69.1 70.5 65.3 67.8 68.4 71.3



应用举例
• (例6)解：

• 设甲1、甲2、甲3表示甲队中李姓健将分别不参加蝶泳、仰泳、蛙泳比
赛的策略，乙1、乙2、乙3表示乙队中王姓健将分别不参加蝶泳、仰泳、
蛙泳比赛的策略。计算出甲、乙两队的策略组成的每种局势下甲、乙
两队的各自得分，得到下表：

• 由于甲队的策略甲2劣于甲1 ，乙队的策略乙1劣于乙2 ，因此将劣策略
甲2和乙1从上表中删除，得到下表（见下页）。
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甲队
乙队

乙1 乙2 乙3

甲1 (14, 13) (13, 14) (12, 15)

甲2 (13, 14) (12, 15) (12, 15)

甲3 (12, 15) (12, 15) (13, 14)

此为完全信息静态博弈



应用举例
• (例6)解（续）：

• 用画线法求解，可知不存在纯策略意义下的纳什均衡解。

• 用无差异原则求解混合策略意义下的纳什均衡解。

▫ 设甲队分别以𝑥和1 − 𝑥的概率采用策略甲1和甲3，乙队分别以𝑦和1 − 𝑦的
概率采用策略乙2和乙3。对于每一对混合策略(𝑥, 𝑦)，有

𝑈甲 甲1, 𝑦 = 13𝑦 + 12 1 − 𝑦 = 𝑦 + 12

𝑈甲 甲3, 𝑦 = 12𝑦 + 13 1 − 𝑦 = −𝑦 + 13

𝑈乙 𝑥,乙2 = 14𝑥 + 15 1 − 𝑥 = −𝑥 + 15

𝑈乙 𝑥,乙3 = 15𝑥 + 14 1 − 𝑥 = 𝑥 + 14
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甲队
乙队

乙2 乙3

甲1 (13, 14) (12, 15)

甲3 (12, 15) (13, 14)



应用举例
• (例6)解（续）：

▫ 由无差异原则可知：

𝑈甲 甲1, 𝑦 = 𝑈甲 甲3, 𝑦 ，𝑈乙 𝑥,乙2 = 𝑈乙 𝑥,乙3

▫ 求解可得

𝑥∗ =
1

2
, 𝑦∗ =

1

2
▫ 因此得到甲队的纳什均衡策略为

(
1

2
, 0,

1

2
)𝑇

乙队的纳什均衡策略为

(0,
1

2
,
1

2
)𝑇

混合策略均衡对应的收益为

(
25

2
,
29

2
)
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应用举例
• 例7 工厂排污和监督检查的博弈

▫ 工厂生产中经常排污水和各种废弃物，为了达到排污标准，每月需处理费
p元。环保部门若将该厂纳入检查范围，则每月开支检查费为G元。一旦检

查中发现工厂对污水等未进行处理而直接排放，则将予以罚款，预期每月
罚款数为S元 (S>p, S>G)。试分析工厂与环保部门各自的最优策略。

• 解：

▫ 本例中环保部门的策略有检查和不检查，工厂的策略有对污水处理和不处
理，由题意列出双方各自的策略及相应的收益值，见下表：

▫ 采用画线法求解，可知不存在纯策略意义下的纳什均衡解。

▫ 因此需考虑混合策略意义下的纳什均衡解。
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环保部门
工厂

处理污水 不处理污水

检查 (-G, -p) (S-G, -S)

不检查 (0, -p) (0, 0)



应用举例
• (例7)解（续）：

▫ 设环保部门采取检查和不检查策略的概率分别为x1和x2， x1+x2=1, x1≥0, 

x2≥0；工厂采取处理污水和不处理污水策略的概率分别为y1和y2，
y1+y2=1, y1≥0, y2≥0。应用线性规划法可求得双方各自的最优混合策略。

▫ 分析：

 从工厂来考察：工厂采用处理污水策略的期望收益为-p；采用不处理污水策略的
期望收益为-Sx1。令-p = -Sx1 ，得x1= p/S。因此，为促使工厂处理污水，应有
− 𝑝 ≥ -Sx1 ，即 x1≥ p/S ，故应增加检查密度。

 从环保部门来考察：环保部门采用检查策略的期望收益为-Gy1+(S-G)y2；采用不
检查策略的期望收益为0。令-Gy1+(S-G)y2 =0，得y2=G/S。因此，为促使工厂
处理污水，应减小y2的概率，在检查费用G不变的情况下，应加大罚款数额S。

• 备注

▫ 例7的分析可应用于研究委托-代理以及一般的监督检查问题。在此类问题

中，监督或委托方为防止被监督或代理方偷懒取巧，应采取增大检查密度
和加大处罚措施；而被监督或代理一方，则交替使用自己的策略，力求使
自己取得有利的结局。
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多重纳什均衡和聚点
• 概述

▫ 很多博弈问题存在一个以上的纳什均衡，此时应如何判
断或预期最终结局？
 聚点(focal point)：是指在一些现实生活中，局中人依据一
些信息或理性，在某个特定均衡上的协同。

• 举例

▫ 甲、乙两人商量周末的活动安排，是看足球还是听音乐
会。已知不同策略组合下的收益值见下表：
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甲方
乙方

足球 音乐会

足球 (3, 1) (-1, -1)

音乐会 (-1, -1) (1, 3)



多重纳什均衡和聚点
• 举例

▫ 用画线法求解，得到两个纯策略的纳什均衡解：
(足球，足球)、(音乐会，音乐会)。

▫ 若对甲、乙双方的性格或周末的背景等一无所知，则很
难预测最后的结局。

▫ 但若知道甲方比较尊重乙方爱好，则该例中纳什均衡的
聚点会是(音乐会，音乐会)；若该周末的足球赛是一场
精彩的国际赛事，而音乐会较一般，则该例的聚点就会
是(足球，足球)。
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甲方
乙方

足球 音乐会

足球 (3, 1) (-1, -1)

音乐会 (-1, -1) (1, 3)



多重纳什均衡和聚点
• 备注

▫ 多数情况下，纳什均衡的聚点与人们的习惯、文化、经历信
仰等有关。
 举例说明：下表中所示的博弈问题中有两个纳什均衡解： (U,L)和(D,R)，
其中(U,L)时的双方受益明显优于(D,R)时的双方受益。但从减小风险的
角度，A、B双方可能聚焦于(D,R) 。原因是：如果选择(U,L) ，一旦对

方恶意改变策略，虽然对方也遭受一点损失，但将使己方一无所获，因
此双方均承担较大风险。而选择(D,R)时，则不存在此类风险。

 因此，当存在多重纳什均衡解时，通过联系博弈背景及各局中人的习性，
在一定条件下可推断聚点的出现。
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A
B

L R

U (10, 10) (0, 8)

D (8, 0) (6, 6)



课堂练习：判断题（T/F）
• 矩阵博弈中，若最优解要求一个局中人采取纯策略，
则另一局中人也必须采取纯策略。

• 矩阵博弈中当局势达到均衡时，任何一方单方面改变
自己的策略（纯策略或混合策略）将意味着自己更少
的赢得或更大的损失。

• 任何矩阵博弈一定存在混合策略意义下的解。

• 完全信息博弈是指每个局中人对所有局中人各自的策
略集以及各种局势下的收益向量有完全充分了解。

• 任何二人有限零和博弈一定存在混合策略意义下的解，
并可通过求解一对互为对偶的线性规划问题得到。
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第3节
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基本概念
• 静态博弈与动态博弈

▫ 静态博弈中，局中人同时采取或在互相保密的情况下采取行动，在
行动要分步骤执行的情况下，每步的方案都在开始时就拟定，方案
一经确定，中途不允许变更。

▫ 动态博弈中，博弈过程按时间先后划分阶段，局中人行动有先后，
后采取行动者可观察到先采取行动者的行动，并决定或修改自己的
行动。

• 承诺、威胁及其可信度
▫ 由于动态博弈中局中人行动有先后，先行动者必须考虑后行动者对
自己行动的反应，而后行动者出于对自身利益的考虑，可能对先行
动者提出希望采取或不采取某种行动的暗示，即承诺或威胁。

▫ 承诺或威胁会影响局中人的行动以致博弈的结局。承诺或威胁的可
信度是影响动态博弈结局的中心问题之一。
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基本概念
• 完全且完美信息的动态博弈

▫ 完全信息博弈

 是指每个局中人对所有局中人各自的策略集以及各种局势
下的收益向量有完全充分的了解。
 对于静态博弈，完全信息的概念已经足够。

 对于动态博弈，在具有完全信息情况下，若在每个阶段初局中
人对之前的信息都有完全充分了解，则称这样的博弈为完全且
完美信息的动态博弈；否则称为完全但不完美信息的动态博弈。

（本节只介绍完全且完美信息的动态博弈）
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承诺、威胁及其可信度
• 例8 下游企业甲厂定期购买上游企业乙厂生产的零部件，每月甲厂用

于对上述零部件进行检验所需的检验费为10万元，乙厂为提供检验所
需的自检及有关准备费为8万元。

▫ 由于两厂关系较好，同时乙厂提供的零部件质量逐渐取得了甲厂的信任，
为缩短产品周期，两厂商定在乙厂认真自检保证质量基础上，甲厂可予免
检。在这种情况下，甲厂检验费降为0，乙厂自检等费用降为每月5万元。

▫ 但随着时间推移，乙厂逐渐放松自检，自检费减至2万元，使甲厂产品质
量下降，每月损失15万元。

▫ 上述情况可用如下的博弈树图来表示，分析可知：在缺乏严格法律约束条
件下，乙厂认真自检的承诺可能不会自觉执行。
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5) (-15, -2)

(-10, -8)



承诺、威胁及其可信度
• 例8(续)

▫ 甲厂估计到乙厂可能不会自觉执行认真自检的承诺，因此在商定乙厂认真
自检条件下可免检的同时，也明确指出乙厂若放松自检出现产品质量问题
时，保留索赔的权利。当甲厂提出索赔时，除去索赔的开支，甲厂的损失
可减至8万元，而乙厂的支出将增至12万元，见下图：

 由于甲厂提出索赔，使乙厂意识到放松自检将给自己带来更大损失，这样又回归
到认真自检的行动，从而使甲厂也回到给予乙厂零部件免检的决定。
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5)

(-8, -12)

(-10, -8)

甲索赔 不索赔

(-15, -2)



承诺、威胁及其可信度
• 例8(续)

▫ 甲厂保留索赔权利对乙厂而言是一种威胁，这种威胁迫使乙厂不敢违背认
真自检的承诺。但由于实际执行索赔时程序复杂，有时索赔所获得的补偿
还不足以弥补甲厂为索赔花出的支付，见下图中的示例：

 对于该示例，甲厂从自身利益出发，就会放弃索赔的行动，从而使乙厂可以不兑
现承诺，导致甲厂恢复对乙厂生产的零部件进行检验。
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5)

(-16, -12)

(-10, -8)

甲索赔 不索赔

(-15, -2)



承诺、威胁及其可信度
• 备注

▫ 上述例子表明：
 承诺分为可信与不可信承诺

 当履行承诺的收益低于不履行承诺的收益时，相应局中人会选
择不履行承诺。

 威胁分为可信与不可信威胁

 当威胁确实能给威胁方带来利益时，威胁是可信的，否则威胁
的执行反而会给自己造成不利结局时，威胁是不可信的。
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完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈

▫ 子博弈是动态博弈中从某一阶段开始到博弈过程结束的整个博弈的
一部分，且：

 (1) 子博弈必须从一个单点信息集开始；

 (2) 子博弈的信息集和收益函数都直接继承自原博弈，不允许在子博弈
中出现原博弈中没有的信息，也不允许子博弈的结论不适用于原博弈。

• 备注：
▫ 子博弈是动态博弈的重要概念。

▫ 对完全且完美信息动态博弈问题的求解是建立在子博弈精炼纳什均
衡的基础上的。
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完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈

▫ 举例：

 例8中在甲、乙建立起协作信任关系时，有两个子博弈，分别用虚线框
出，见下图：

且此时的博弈问题为完全且完美信息的动态博弈。
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5)

(-8, -12)

(-10, -8)

甲索赔 不索赔

(-15, -2)



完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈

▫ 举例：

 例8中当甲、乙未建立起协作信任关系时，或正在谈判乙厂送交的每批
零部件是否都要检验，则甲、乙间的博弈过程见下图。

 该图中轮到乙采取行动时，不知道甲厂到底是进行检验还是给予免检，
因此在乙厂行动的结点处，不是单点信息集，因此该图中不能分解出
子博弈。

 此时的博弈问题为完全但不完美信息的动态博弈。
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甲

乙

免检 检验

认真自检
放松自检

(0, -5) (-15, -2)

乙

(-10, -8) (-10, -12)

认真自检
放松自检



完全且完美信息动态博弈的求解
• 逆向递推求解法

▫ 原理

 动态博弈求解的难点在于：每个局中人采取行动时，必须
考虑后面局中人的行动和反应，以便使自己的总体策略为
最优。

 由于在完全且完美信息动态博弈中，子博弈的起始结点包
含了该结点之前博弈过程的全部信息，因此按照动态规划
最优性原理，为使每个局中人的总体策略最优，则他在每
个子博弈中的策略也必须最优，由此可从最后阶段的子博
弈开始，采用逆向递推的方法求出动态博弈的最优解。
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完全且完美信息动态博弈的求解
• 逆向递推求解法

▫ 举例：

 求解可得：甲厂的最优策略为免检—索赔(当乙厂放松自检时)，乙厂的
最优策略为认真自检，双方的收益分别为0万元和-5万元。
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5)

(-8, -12)

(-10, -8)

甲索赔 不索赔

(-15, -2)

(-8, -12)

甲索赔 不索赔

(-15, -2)

乙
认真自检 放松自检

(0, -5) (-8, -12) (0, -5)

甲免检 检验

(-10, -8)



完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈精炼纳什均衡(subgame perfect Nash equilibria)

▫ 若动态博弈中各局中人的策略满足：

 (1) 是动态博弈的纳什均衡，

 (2) 在所有子博弈中均构成纳什均衡，

则称上述策略为子博弈精炼纳什均衡。

• 备注
▫ 子博弈精炼纳什均衡区别于完全信息静态博弈的纳什均衡。

 举例：(1)若将下图中的（完全且完美信息的）动态博弈作为静态博弈
来处理，求其相应的纳什均衡解。
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5)

(-8, -12)

(-10, -8)

甲
索赔 不索赔

(-15, -2)



完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈精炼纳什均衡

▫ 举例：

 将上述博弈作为静态博弈处理时，

 乙厂的策略有认真自检和放松自检；

 甲厂的策略为检验和免检，在对乙厂给予免检时，针对乙厂的策略有：

▫ (S, S)：无论乙厂是否认真自检均索赔

▫ (NS, S)：乙厂认真自检时不索赔，放松自检时索赔

▫ (S, NS)：乙厂认真自检时索赔，否则不索赔

▫ (NS, NS)：无论乙厂是否认真自检均不索赔
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5)

(-8, -12)

(-10, -8)

甲
索赔 不索赔

(-15, -2)



完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈精炼纳什均衡

▫ 举例：

 按照上述分析，列出在静态博弈下双方的策略及收益矩阵：

 用画线法求解，得到纳什均衡解为甲策略是免检-索赔（当乙厂放松自
检时），乙策略为认真自检，双方的收益向量为(0, -5)，与前面用动态
博弈进行的分析一致。
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甲厂
乙厂

认真自检 放松自检

检验 (-10, -8) (-10, -8)

免检，(S, S) (0, -5) (-8, -12)

免检，(NS, S) (0, -5) (-8, -12)

免检，(S, NS) (0, -5) (-15, -2)

免检，(NS, NS) (0, -5) (-15, -2)



完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈精炼纳什均衡

▫ 举例：(2)下图中所示博弈为索赔或威胁不可信时的（完全且完美信息的）
动态博弈。

1）若采用逆向递推法求解该动态博弈，可得甲的最优策略为检验。

2）若将其作为静态博弈来处理，求其相应的纳什均衡解（见下页）。
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甲

乙

免检 检验

认真自检 放松自检

(0, -5)

(-16, -12)

(-10, -8)

甲索赔 不索赔

(-15, -2)



完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈精炼纳什均衡

▫ 举例：
 与上述分析类似，列出在静态博弈下双方的策略及收益矩阵：

 用画线法求解，可知纳什均衡解为除了甲厂坚持检验的策略外，还有两
个纳什均衡解，均为在对乙厂免检情况下，当乙厂放松自检时均进行索
赔，双方的收益向量为(0, -5)，这与前面用动态博弈进行的分析不一致。
 原因：该情形静态博弈的纳什均衡中包含了一个当乙厂放松自检时就要索赔
的不可置信的威胁。若把上表中甲厂的{免检，(S, S)}和{免检，(NS, S)}这两
个含不可置信威胁的策略去掉，则纳什均衡解就只剩甲厂坚持检验一个，此
时同动态博弈用子博弈逆向递推求解的结果一致。
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甲厂
乙厂

认真自检 放松自检

检验 (-10, -8) (-10, -8)

免检，(S, S) (0, -5) (-16, -12)

免检，(NS, S) (0, -5) (-16, -12)

免检，(S, NS) (0, -5) (-15, -2)

免检，(NS, NS) (0, -5) (-15, -2)



完全且完美信息动态博弈的求解
• 子博弈精炼纳什均衡

▫ 备注：
 子博弈精炼纳什均衡的条件实际上是将动态博弈中那些不保证实
现的承诺和不可置信的威胁剔除掉，因为在每个子博弈中，每个
局中人都考虑自己的最大利益，因此其策略在所有子博弈中均构
成纳什均衡，自然就剔除了不保证实现的承诺和不可置信的威胁。
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应用举例
• 例9 斯塔伯格(Stackelberg)博弈

▫ 斯塔伯格博弈与例5中的古诺寡头竞争模型的各项假定基本相同，
唯一的差别是在斯塔伯格模型中假定A、B两企业先后决策，A企业
先决定产量q1，再由B企业决定q2。在这种情况下，要求确定双方
各自的最优策略。

• 解：
▫ 由例5，A、B两企业各自的收益为

𝑢1 = 9𝑞1 − 𝑞1
2 − 𝑞1𝑞2

𝑢2 = 9𝑞2 − 𝑞2
2 − 𝑞1𝑞2

▫ 由于斯塔伯格博弈为动态博弈，企业B在企业A决定产量q1后再决
定自己的产量q2 ，因此根据逆向递推的思想，先优化q2 ，令

得
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𝜕𝑢2

𝜕𝑞2
= 9 − 2𝑞2 − 𝑞1 = 0

𝑞2
∗ =

1

2
(9 − 𝑞1)



应用举例
• (例9)解（续）：

▫ 企业A要考虑企业B的决策反应，然后优化自己的产量q1 。因此将

𝑞2
∗ =

1

2
(9 − 𝑞1)代入𝑢1表达式，得到

𝑢1 = 9𝑞1 − 𝑞1
2 − 𝑞1

1

2
9 − 𝑞1 = 4.5𝑞1 −

1

2
𝑞1
2

▫ 令
𝜕𝑢1

𝜕𝑞1
= 4.5 − 𝑞1 = 0，得𝑞1

∗ = 4.5，从而得到𝑞2
∗ = 2.25，𝑢1

∗ =

10.125, 𝑢2
∗ = 5.0625.

• 备注
▫ 与例5相比，例9中企业A的产量增加，而企业B的产量减少，两企业的收

益情况也有类似变化。这是因为市场容量有限，且产品的价格和利润随着
两企业总产量的增加而减少，因此先采取决策的企业可借先行动的有利条
件设法多占市场，从而牟取较大收益。

▫ 例9中的前提是双方局中人都是理性的。但在目前有些市场竞争中，在市
场容量基本饱和的情况下，仍有很多企业涌入来争夺市场，造成产品价格
和利润大幅下降，此类竞争已超出了理性的范围。
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应用举例
• 例10  讨价还价模型

▫ 甲、乙两人就如何分配100元的共同收益进行讨价还价。规则是：

 第一阶段：由甲提出分配方案，比如甲得𝑥1元，则乙得100 − 𝑥1元，若
乙同意，则博弈结束，否则进入第二阶段。

 第二阶段：由乙提出分配方案，比如甲得𝑥2元，则乙得100 − 𝑥2元，若
甲同意，则博弈结束，否则进入第三阶段。

 第三阶段：再由甲提出分配方案，如此循环进行，直到一方提出的方案
被对方接受为止，博弈才结束。

▫ 考虑到谈判的费用及货币的时间价值等因素，规定谈判每延长一个
阶段，双方收益都有一个折扣因子，甲方为𝛿1 (𝛿1<1)，乙方为
𝛿2 (𝛿1<1)，即下一阶段甲、乙双方1元的收入各相当于本阶段的𝛿1
元和𝛿2元。

▫ 要求确定当谈判阶段数为n时，双方能接受的分配方案。
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应用举例
• (例10) 解：

▫ 这是一个完全（且完美）信息动态博弈，阶段数n可以为有限值，
也可以为无限。

▫ 先考虑阶段数n为有限的情形，用逆向递推法求解。下表列出了谈
判阶段数分别为n=2, 3, 4, 5时双方均能接受的第一阶段的分配计算
公式以及当𝛿1 = 0.98、 𝛿2 = 0.97时的计算结果（求解过程示例参
见下页）：
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n
谈判方

甲 乙

2 100 1 − 𝛿2 , 3 100𝛿2, 97

3 100[1 − 𝛿2 1 − 𝛿1 ], 98.06 100𝛿2(1 − 𝛿1), 1.94

4 100{1 − 𝛿2 1 − 𝛿1 1 − 𝛿2 }, 5.582 100𝛿2[1 − 𝛿1 1 − 𝛿2 ], 94.148

5 100{1 − 𝛿2 1 − 𝛿1 1 − 𝛿2 1 − 𝛿1 }, 96.177 100𝛿2{1 − 𝛿1 1 − 𝛿2 1 − 𝛿1 }, 3.382



应用举例
• (例10) 解（续）：

▫ 阶段数n为有限时求解过程示例：
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阶段数n=2
谈判方

甲 乙

第1阶段（甲） 100 1 − 𝛿2 100𝛿2

第2阶段（乙） 0 100

阶段数n=3
谈判方

甲 乙

第1阶段（甲） 100[1 − 𝛿2 1 − 𝛿1 ] 100𝛿2(1 − 𝛿1)

第2阶段（乙） 100𝛿1 100(1 − 𝛿1)

第3阶段（甲） 100 0



应用举例
• (例10) 解（续）：

▫ 从前面的表格可以看出：

 当谈判阶段数为奇数时，即最后一个阶段由甲提分配方案时，甲
得到较大分配额；当谈判阶段数为偶数时，即最后一个阶段由乙
提分配方案时，乙得到较大分配额。

 随着谈判阶段数的增加，甲、乙所得的收益之间的差距逐渐缩小。

 随着谈判阶段数的增加，甲、乙中耐心程度低（有较小折扣因子）
的一方其收益的减小速度更快一些。
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应用举例
• (例10) 解（续）：

▫ 再考虑阶段数n为无限的情形（此时无法用逆推法求解）。

 结论：

 当𝑛 → ∞时双方可接受的分配额，其中甲方为

𝑥1 =
100(1 − 𝛿2)

1 − 𝛿1𝛿2
当𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿时，上式可简化为

𝑥1 =
100

1 + 𝛿
上述公式称为Rubinstein公式。

 应用：

 本例中，当谈判阶段数𝑛 → ∞时，第一阶段双方可接受的分配方案为：

甲方所得为 𝑥1 =
100(1−𝛿2)

1−𝛿1𝛿2
= 60.7287元，乙方所得为100 − 𝑥1 = 39.2713.

当𝛿1 = 𝛿2 = 0.98时，有 𝑥1 = 50.505，100 − 𝑥1 = 49.495；

当𝛿1 = 𝛿2 = 0.99时，有 𝑥1 = 50.25，100 − 𝑥1 = 49.75；

说明当折扣因子越接近1，或者两个折扣因子的差距越小时，甲、乙的分配所

得就越接近。
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应用举例
• 备注

▫ 例10（讨价还价博弈）中𝛿1 和𝛿2的值在一定程度上反映了两
名谈判者的耐心程度，耐心高的谈判者𝛿值较大，增加谈判
阶段数时损失较小，；而𝛿值越小，每增加一个阶段该谈判
者损失就越大，因而愿意接受较低的分配份额。
 比如，一名商贩出售每件商品的价格为300元，而保本价为200
元，其中的差价100元为买卖双方的谈判空间。

 当买者希望很快谈妥、不愿耽误时间时，可能成交价在270元
左右；

 但对耐心高的购买者，商贩可能不愿过多纠缠而影响其营业，
或急于想把商品脱手时，成交价就可能在230左右。
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第4节
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不完全信息静态博弈的例子及海萨尼转换
• 定义

▫ 在一个静态博弈中，若至少有一个局中人不完全清楚其
他某些局中人的收益函数，则称此类博弈为不完全信息
的静态博弈。

• 举例
▫ 在项目投标中，一个投标人不知道其他投标人的投标价；

▫ 在市场竞争中，一个新进入者不知道原在位者的成本和
赢利情况；

▫ ……
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不完全信息静态博弈的例子及海萨尼转换
• 例11 甲、乙两个电视机生产厂商都想抢占高清电视机市场。甲厂研发

起步较迟，但技术力量相对强一些；乙厂起步早，若在某一关键环节
取得突破将位居优势。

▫ 甲厂有两种策略：一是加大投入(C)，二是维持正常进度(F)。

▫ 乙厂也有两种策略：一是加快进度，力保领先(S)，二是不紧不慢，冷静应
对(Y)。

▫ 乙厂在关键环节的突破有可能性很大(L)，也可能性不大(NL)两种情况。
乙厂心里知道，但甲厂不知道。

根据上述情况分别给出乙厂关键环节突破为很大(L)和不大(NL)两种

情况下两厂博弈时的收益向量矩阵，分别见下面两个表格：
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甲
乙

S Y

C (1, 3) (0, 4)

F (0, 4) (1, 6)

甲
乙

S Y

C (2, 3) (3, 2)

F (1, 4) (2, 5)

情况突破为L 情况突破为NL



不完全信息静态博弈的例子及海萨尼转换
• (例11)分析：

▫ 本例中实际上包含两个博弈：表(a)中存在一个纳什均衡(F, Y)，表(b)中存
在一个纳什均衡(C, S)。但由于甲厂不知道乙厂某项关键环节的突破情况，
因而不知道自己应采取的策略；同样，乙厂也不知道自己正确的应对策略。

▫ 1967年海萨尼(Harsanyi)提出了处理上述不完全信息的方法，称为海萨尼
转换。

▫ 用海萨尼转换处理本例：引入一个虚拟的局中人“自然”(N)，并构造甲
厂、乙厂、自然的三人博弈，其中自然先决定乙厂的类型是L(概率为p)还
是NL (概率为1-p)，然后再将博弈过程动态化，即先由甲厂、然后乙厂采
取行动。见下页的博弈树图。
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甲
乙

S Y

C (1, 3) (0, 4)

F (0, 4) (1, 6)

甲
乙

S Y

C (2, 3) (3, 2)

F (1, 4) (2, 5)

(a)情况突破为L (b)情况突破为NL



不完全信息静态博弈的例子及海萨尼转换
• (例11)分析：

▫ 通过海萨尼转换，将本例中的不完全信息静态博弈问题转换成一个完全但
不完美信息的动态博弈问题。但是，由于概率p是随机的，且自然对乙厂
类型的选择不计量效益值，因此上述问题仍无法用前面讲过的方法来求解。
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N

甲

乙

(1, 3) (0, 4)

S Y

乙

(0, 4) (1, 6)

S Y

甲

乙

(2, 3) (3, 2)

S Y

乙

(1, 4) (2, 5)

S Y

C F C F

L(p) NL(1-p)



贝叶斯博弈及贝叶斯纳什均衡
• 贝叶斯博弈

▫ 贝叶斯博弈(the static Bayesian game)是不完全信息静态博弈的一
种建模方式，也是不完全信息静态博弈的标准式描述。

▫ 贝叶斯博弈包含五个要素：

 局中人：用i表示，i=1,…,n.

 局中人类型集𝑇1, … , 𝑇𝑛.  𝑇𝑖是局中人i的类型集, 𝑡𝑖是自然对局中人类型的
一个选择, 𝑡𝑖 ∈ 𝑇𝑖; 𝑡 = (𝑡1, … , 𝑡𝑛)是自然对各局中人类型选择的一个组合.

 局中人i 对其他局中人类型的判断 𝑝𝑖(𝑡−𝑖|𝑡𝑖):

𝑝𝑖 𝑡−𝑖 𝑡𝑖 =
𝑝(𝑡−𝑖,𝑡𝑖)

𝑝(𝑡𝑖)
=

𝑝(𝑡−𝑖,𝑡𝑖)

 𝑡−𝑖 ∈𝑇−𝑖
𝑝(𝑡−𝑖 ,𝑡𝑖)

(贝叶斯公式)

其中𝑡−𝑖是除局中人i外其他所有局中人类型的简写。

 局中人i的行动和行动集：行动是局中人的一个单纯步骤，策略一般是

指行动的组合，有时也用策略来表示行动。由于贝叶斯博弈中局中人的
行动是跟其类型相关的，故用𝑎𝑖 𝑡𝑖 表示局中人i的一个行动， 𝐴𝑖 𝑡𝑖 表
示局中人i的行动集。

 局中人i的收益函数 𝑢𝑖 𝑎1 𝑡1 , … , 𝑎𝑛 𝑡𝑛 ; 𝑡𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛.

6/10/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

132



贝叶斯博弈及贝叶斯纳什均衡
• 贝叶斯博弈

▫ 举例：将例11用贝叶斯博弈描述。
 局中人为甲厂和乙厂；

 甲厂只有一种类型𝑇甲，乙厂有两种类型𝑇乙 = {𝐿,𝑁𝐿}

 甲厂、乙厂的类型之间相互独立，有：

𝑝 𝑇甲 𝑇乙 = 1, 𝑝 𝐿 𝑇甲 = 𝑝 𝐿 , 𝑝 𝑁𝐿 𝑇甲 = 𝑝(𝑁𝐿)

 甲厂的行动集也即他的策略集为{C, F}; 乙厂的行动集为{S, Y}，
其策略集包含四个策略：
 (S,S)：不管自己类型为L或NL，均采取行动S

 (S,Y)：当类型为L是采取S，当类型为NL时采取Y

 (Y,S)：当类型为L是采取Y，当类型为NL时采取S

 (Y,Y)：不管自己类型为L或NL，均采取行动Y
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贝叶斯博弈及贝叶斯纳什均衡
• 贝叶斯博弈纳什均衡

设𝐸(𝑢𝑖)表示局中人i选择行动𝑎𝑖时的期望效用，有

𝐸 𝑢𝑖 =  𝑡−𝑖
𝑝𝑖 𝑡−𝑖 𝑡𝑖 𝑢𝑖(𝑎𝑖 , 𝑎−𝑖 𝑡−𝑖 ; 𝑡𝑖)

纯策略贝叶斯纳什均衡是一个行动组合(𝑎1
∗ 𝑡1 , … , 𝑎𝑛

∗ 𝑡𝑛 )，在
该组合下，每个局中人在给定自己类型𝑡𝑖和其他局中人的与类
型相关的行动𝑎−𝑖 𝑡−𝑖 的情况下最大化自己的期望效用。
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贝叶斯博弈及贝叶斯纳什均衡
• 贝叶斯博弈纳什均衡

▫ 举例：对例11求贝叶斯纳什均衡解。
 画出下表，表中每格中的数字“a, (b,c)”的含义为：
 a表示甲、乙两厂分别采用该格对应策略时甲厂的期望收益

 (b,c)表示对应于该格的甲、乙厂策略，乙厂分别为L和NL类型
时的期望收益。

 对于乙厂，(S,S)劣于(Y,S)，(S,Y)劣于(Y,Y)，删去劣策略
后，得到下页的表。
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甲
乙

(S,S) (S,Y) (Y,S) (Y,Y)

C 2-p,  (3, 3) 3-2p,  (3, 2) 2-2p,  (4, 3) 3-3p,  (4, 2)

F 1-p,  (4, 4) 2-2p,  (4, 5) 1,  (6, 4) 2-p,  (6, 5)



贝叶斯博弈及贝叶斯纳什均衡
• 贝叶斯博弈纳什均衡

▫ 举例：对例11求贝叶斯纳什均衡解。

 上表中，
 当p<1/2时，(C, (Y,S))是一个纳什均衡；

 当p>1/2时，(F, (Y,Y))是一个纳什均衡.

 因此，当p≤1/2时，甲厂的最优策略为C，乙厂的最优策略
为当类型为L时选择Y，当类型为NL时选择S；当p>1/2时，
甲厂的最优策略为F，乙厂的最优策略为当类型为L或NL
时均选择Y。
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甲
乙

(Y,S) (Y,Y)

C 2-2p,  (4, 3) 3-3p,  (4, 2)

F 1,  (6, 4) 2-p,  (6, 5)



不完全信息情况下的古诺博弈模型
• 例12 有两个生产相同产品的企业A和B，其产量分别为𝑞1 和𝑞2，市场

的总供应量为𝑄 = 𝑞1 + 𝑞2，市场出清价为𝑃 𝑄 = 12 − 𝑄。设两企业
产品均无固定成本，企业A生产𝑞1件产品总成本为𝐶1 𝑞1 = 3𝑞1，企业
B因缺乏生产经验，生产𝑞2件产品总成本可能为𝐶𝐻 𝑞2 ，概率为𝑝，也
可能为𝐶𝐿 𝑞2 ，概率为1 − 𝑝，𝐶𝐻 > 𝐶𝐿，企业B知道自己生产成本类型，
但企业A不知道。试确定A、B两企业最优的产量决策。

• 解：

𝑞2
∗(𝐶𝐻)应满足max{[ 12 − 𝑞1

∗ − 𝑞2 − 𝐶𝐻]𝑞2}

𝑞2
∗(𝐶𝐿)应满足max{[ 12 − 𝑞1

∗ − 𝑞2 − 𝐶𝐿]𝑞2}

𝑞1
∗应满足max{𝑝 12 − 𝑞1 − 𝑞2

∗ 𝐶𝐻 − 𝐶1 𝑞1 + (1 − 𝑝)   12 − 𝑞1 −
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不完全信息情况下的古诺博弈模型
• (例12) 解（续）：

▫ 比如，设𝐶𝐻 = 3.5，𝐶𝐿 = 2.5，𝑝 = 2/3，则有
𝑞1
∗ = 3.056

𝑞2
∗ 𝐶𝐻 = 2.722
𝑞2
∗ 𝐶𝐿 = 3.222

将上述结果与例5中完全信息时的古诺模型比较，有

𝑞2
∗ 𝐶𝐻 < 𝑞2

∗， 𝑞2
∗ 𝐶𝐿 > 𝑞2

∗

这说明当企业成本较高时，产量自然低一些，成本较低时产量相对
大一些。

另外，由于企业B的每件产品的期望成本为
2

3
× 3.5 +

1

3
× 2.5 =

3.166，高于例5中相应的成本3，因而这里𝑞1
∗要高于例5中相应的

数值。
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第5节
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不完全信息动态博弈
• 概述

▫ 不完全信息是指博弈中至少有一个局中人不完全清楚其
他某些局中人的收益函数。

▫ 动态博弈是指局中人的行动有先后之分，后行动者可以
观察到先行动者的行动，并决定或修改自己的行动。

▫ 类似于不完全信息静态博弈可转换为完全但不完美信息
动态博弈来进行分析，所有的不完全信息动态博弈都可
以转换成完全但不完美信息动态博弈来进行分析。

 正因为如此，我们常把“不完全信息动态博弈”与“不完
美信息动态博弈”混同使用。
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不完全信息动态博弈的表示
• 用博弈树表示完全且完美信息的动态博弈，其中博弈
树上的每个节点就是一个独立的决策节点，表示局中
人在该时点对此前的博弈过程有完全的了解。

• 在不完全信息的动态博弈中，“自然”首先选择局中
人的类型，相应的局中人知道自己的类型，但其他局
中人不知道；在自然的选择之后，局中人开始序贯行
动，后行动者能观察到先行动者的行动，但无法观测
到先行动者的类型，从而产生不完美信息，因此，我
们在博弈树上用多点信息集来反映。
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不完全信息动态博弈的过程
• 在不完全信息动态博弈中，“自然”首先选择局中人的类型，
相应的局中人知道自己的类型，其他局中人不知道；在自然选
择之后，局中人开始行动，局中人的行动有先后，后行动者能
观察到先行动者的行动，但不能观测到先行动者的类型。

• 但是，局中人的行动是与类型相关的（或称是依赖于类型的）。
每个局中人的行动都传递着有关自己类型的信息，后行动者可
以通过观察先行动者所选择的行动来推断其类型或修正对其类
型的先验信息（先验概率），然后选择自己的最优行动；先行
动者理性预测到自己的行动将被后行动者利用，就会设法选择
传递对自己有利的信息，避免传递对自己不利的信息。

• 因此，该博弈过程的实质不仅是局中人选择行动的过程，也是
局中人不断修正信念的过程。
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不完全信息动态博弈的过程
• 信号博弈

▫ 信号博弈是不完全信息动态博弈中常用而简单的一类博弈。
信号博弈实际上是不完全信息情况下的Stackelberg博弈。

▫ 举例
 下图中有两个局中人i=1,2，局中人1为信号发送者，局中人2为信号接
收者。局中人1有两个类型t1和t2，局中人2有一个类型。局中人1的信号
集为M={m1, m2}，局中人2的行动集为A={a1, a2} 。各项行动端点的数
字(c, d)分别表明相应策略组合下局中人1、2的收益向量。(这里p=0.5)
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不完全信息动态博弈的过程
• 信号博弈

▫ 举例

 博弈过程如下：
(1)自然N首先选择局中人1的类型为t1或t2，局中人1自己知道，局中人2不知道，
但局中人2有对局中人1的类型的推断（先验概率）；

(2)局中人1观察到自己的类型tk (k=1,2)后，从信号空间M中发送一个信号mj

(j=1,2) ；

(2)局中人2接收到信号mj后，先是依据贝叶斯法则修正自己对局中人1的类型的
概率估计，有  𝑝 =  𝑝(𝑡𝑘|𝑚𝑗)(后验概率)，然后计算、比较自己采取行动a1或a2时
的期望收益，确定使自己收益最大的行动𝑎∗(𝑚𝑗)。期望收益的计算公式为

 𝑡𝑘
 𝑝(𝑡𝑘|𝑚𝑗)𝑢2(𝑡𝑘 , 𝑚𝑗 , 𝑎𝑙) (𝑙 = 1,2)

(4) 局中人1知道自己发送的信号将被局中人2利用，因此需要考虑发送对自己最
有利，即对自己收益大的信号𝑚∗(𝑡𝑘)，方法是按下式计算得出：

𝑢1 𝑡𝑘 , 𝑚𝑗 , 𝑎
∗ 𝑚𝑗 (𝑘 = 1,2; 𝑗 = 1,2)
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不完全信息动态博弈的过程
• 信号博弈

▫ 举例

 上述信号博弈中，局中人1有四种纯策略：

 𝑚1,𝑚1 ：不管自然选择的类型是𝑡1还是𝑡2，均发送信号𝑚1；

 𝑚2,𝑚2 ：不管自然选择的类型是𝑡1还是𝑡2，均发送信号𝑚2；

 𝑚1,𝑚2 ：自然选择类型𝑡1时发送信号𝑚1，自然选择类型𝑡2时发送信号𝑚2 ；

 𝑚2,𝑚1 ：自然选择类型𝑡1时发送信号𝑚2，自然选择类型𝑡2时发送信号𝑚1.

其中， 𝑚1, 𝑚1 和 𝑚2, 𝑚2 称为混同策略，指信号发送者在不同类型下
发出相同的信号，因而信号接收者无法从观测到的信号中得到新的信
息，也就无法对先验概率进行修正； 𝑚1, 𝑚2 和 𝑚2, 𝑚1 称为分离策略，

指信号发送者针对不同的类型选择不同的信号，接收者可以通过所观
测到的信号准确地判断出发送者的类型。
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不完全信息动态博弈的过程
• 信号博弈

▫ 举例

 上述信号博弈中，局中人2有四种纯策略：

 𝑎1, 𝑎1 ：不管局中人1发送信号是𝑚1还是𝑚2，均采取行动𝑎1；

 𝑎2, 𝑎2 ：不管局中人1发送信号是𝑚1还是𝑚2，均采取行动𝑎2 ；

 𝑎1, 𝑎2 ：接收到信号𝑚1时采取行动号𝑎1，接收到信号𝑚2时采取行动𝑎2 ；

 𝑎2, 𝑎1 ：接收到信号𝑚1时采取行动号𝑎1，接收到信号𝑚2时采取行动𝑎2.
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精炼贝叶斯纳什均衡
• 博弈问题的求解

▫ 找到一个对各局中人都有利或都能接受的均衡解。到达均衡解时，
只要其他局中人不改变自己的策略，任何局中人单独改变自己的策
略都会给自己带来损失。

 完全信息静态博弈：纳什均衡

 完全（且完美）信息动态博弈：子博弈精炼纳什均衡

 不完全信息静态博弈：贝叶斯纳什均衡

 不完全信息动态博弈：精炼贝叶斯纳什均衡

• 精炼贝叶斯纳什均衡解
▫ 要求：除局中人1、2按上述博弈过程的(1)-(4)条优化自己的策略外，
还应分别就处于均衡与非均衡策略信息集两种情况分别对局中人2
符合最优行动选择的后验概率进行均衡推断。

 对一个给定的不完全信息动态博弈，根据均衡策略进行时可以到达的信
息集称为处于均衡策略路线上的信息集，否则称为处于非均衡策略路线
是上的信息集。
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信号博弈的求解
• 举例

▫ 分别就局中人1的4种策略讨论精炼贝叶斯纳什均衡的求解：

1、混同策略 𝑚1, 𝑚1 ：

此时，局中人2对局中人1的类型估计的后验概率为：

 𝑝 𝑡1 𝑚1 = 𝑝 𝑡1 = 0.5,  𝑝 𝑡2 𝑚1 = 𝑝 𝑡2 = 0.5
𝑎∗ 𝑚1 = 𝑎𝑟𝑔max

𝑖
[  𝑝 𝑡1 𝑚1 𝑢2 𝑡1, 𝑚1, 𝑎𝑖 +  𝑝 𝑡2 𝑚1 𝑢2 𝑡2, 𝑚1, 𝑎𝑖 ]

= 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

0.5 × 4 + 0.5 × 5,0.5 × 0 + 0.5 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

4.5,1 = 𝑎1

𝑎∗ 𝑚2

= 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

0.5 × 2 + 0.5 × 0, 0.5 × 1 + 0.5 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

1, 1.5 = 𝑎2
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信号博弈的求解
• 举例

1、混同策略 𝑚1, 𝑚1 ：

在推测到局中人2分别对信号𝑚1和𝑚2的所采取的最优行动后，局
中人1回过头来考虑发送对自己有利的信号，由于

𝑢1 𝑡1, 𝑚1, 𝑎
∗ 𝑚1 = 2 > 𝑢1 𝑡1, 𝑚2, 𝑎

∗ 𝑚2 = 1,

𝑢1 𝑡2, 𝑚1, 𝑎
∗ 𝑚1 = 3 > 𝑢1 𝑡2, 𝑚2, 𝑎

∗ 𝑚2 = 2

因此， 𝑚1, 𝑚1 是局中人1的最优策略， 𝑎1, 𝑎2 是局中人2的最优
策略。
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信号博弈的求解
• 举例

1、混同策略 𝑚1, 𝑚1 ：
下面还需要考察局中人2在对应的的信息集𝑚2中的推断，以及给定
这一推断时选择𝑎2是否为最优？

设推断  𝑞 =  𝑝 𝑡1 𝑚2 , 1 −  𝑞 =  𝑝 𝑡2 𝑚2 ，则要使得选择𝑎2为最优，
须满足：  𝑞 × 1 + 1 −  𝑞 × 2 = 2 −  𝑞 ≥  𝑞 × 2 + 1 −  𝑞 × 0 = 2 𝑞

解得：  𝑞 ≤ 2/3

综上分析，得到：[( 𝑚1, 𝑚1 , 𝑎1, 𝑎2 ), 𝑝 = 0.5, 𝑞 ≤ 2/3]是该信号
博弈的一个精炼贝叶斯纳什均衡。
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信号博弈的求解
• 举例

2、混同策略 𝑚2, 𝑚2 ：

此时，局中人2对局中人1的类型估计的后验概率为：

 𝑝 𝑡1 𝑚2 = 𝑝 𝑡1 = 0.5,  𝑝 𝑡2 𝑚2 = 𝑝 𝑡2 = 0.5
𝑎∗ 𝑚2 = 𝑎𝑟𝑔max

𝑖
[  𝑝 𝑡1 𝑚2 𝑢2 𝑡1, 𝑚2, 𝑎𝑖 +  𝑝 𝑡2 𝑚2 𝑢2 𝑡2, 𝑚2, 𝑎𝑖 ]

= 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

0.5 × 2 + 0.5 × 0, 0.5 × 1 + 0.5 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

1,1.5 = 𝑎2

𝑎∗ 𝑚1

= 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

0.5 × 4 + 0.5 × 5, 0.5 × 0 + 0.5 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

4.5, 1 = 𝑎1
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信号博弈的求解
• 举例

2、混同策略 𝑚2, 𝑚2 ：

在推测到局中人2分别对信号𝑚1和𝑚2的所采取的最优行动后，局
中人1回过头来考虑发送对自己有利的信号，由于

𝑢1 𝑡1, 𝑚2, 𝑎
∗ 𝑚2 = 1 < 𝑢1 𝑡1, 𝑚1, 𝑎

∗ 𝑚1 = 2

表明类型为𝑡1的局中人1不会选择发送信号𝑚2，因此， 𝑚2, 𝑚2 不
能构成局中人1的最优策略。

6/10/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

152

(2, 4)

(4, 0)

a1

a2

m1

(3, 5)

(0, 2)

a1

a2

m1

(1, 1)

(3, 2)

a2

a1m2

(2, 2)

(2, 0)

a2

a1m2

t1

t2

p

1-p
N

1

1

2 2



信号博弈的求解
• 举例

3、分离策略 𝑚1, 𝑚2 ：

此时，局中人2对局中人1的类型估计的后验概率为：

 𝑝 𝑡1 𝑚1 = 1,  𝑝 𝑡2 𝑚1 = 0；  𝑝 𝑡1 𝑚2 = 0,  𝑝 𝑡2 𝑚2 = 1
𝑎∗ 𝑚1 = 𝑎𝑟𝑔max

𝑖
[  𝑝 𝑡1 𝑚1 𝑢2 𝑡1, 𝑚1, 𝑎𝑖 +  𝑝 𝑡2 𝑚1 𝑢2 𝑡2, 𝑚1, 𝑎𝑖 ]

= 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

1 × 4 + 0 × 5, 1 × 0 + 0 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

4,0 =𝑎1

𝑎∗ 𝑚2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

0 × 2 + 1 × 0, 0 × 1 + 1 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

0, 2 =𝑎2

这时对局中人1有：𝑢1 𝑡2, 𝑚2, 𝑎
∗ 𝑚2 = 2 < 𝑢1 𝑡2, 𝑚1, 𝑎

∗ 𝑚1 = 3

因此， 𝑚1, 𝑚2 不能构成局中人1的最优策略
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信号博弈的求解
• 举例

4、分离策略 𝑚2, 𝑚1 ：
此时，局中人2对局中人1的类型估计的后验概率为：
 𝑝 𝑡1 𝑚1 = 0,  𝑝 𝑡2 𝑚1 = 1；  𝑝 𝑡1 𝑚2 = 1,  𝑝 𝑡2 𝑚2 = 0

𝑎∗ 𝑚1 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

[  𝑝 𝑡1 𝑚1 𝑢2 𝑡1, 𝑚1, 𝑎𝑖 +  𝑝 𝑡2 𝑚1 𝑢2 𝑡2,𝑚1, 𝑎𝑖 ]

= 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

0 × 4 + 1 × 5, 0 × 0 + 1 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

5,2 =𝑎1

𝑎∗ 𝑚2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

1 × 2 + 0 × 0, 1 × 1 + 0 × 2 = 𝑎𝑟𝑔max
𝑖

2, 1 =𝑎1

这时对局中人1有： 𝑢1 𝑡1, 𝑚2, 𝑎
∗ 𝑚2 = 3 > 𝑢1 𝑡1, 𝑚1, 𝑎

∗ 𝑚1 = 2

𝑢1 𝑡2, 𝑚1, 𝑎
∗ 𝑚1 = 3 > 𝑢1 𝑡2, 𝑚2, 𝑎

∗ 𝑚2 = 2

因此， [( 𝑚2,𝑚1 , 𝑎1, 𝑎1 ), 𝑝 = 0, 𝑞 = 1]是也该信号博弈的一个精炼贝叶斯纳
什均衡。
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第6节
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冲突分析
• 概述

▫ 冲突分析(conflict analysis)是在博弈论基础上发展起来
的，也是用来研究具有竞争或对抗性质的问题的模型。

 博弈论从坏处着眼，努力争取好的结果，使得博弈各方达
到一个稳定的局势。

 冲突分析也是各局中人从朝着有利于自己的方向调整策略，
最后达到对各局中人而言的全局稳定结局。

▫ 由于博弈论建模在确定策略时比较复杂，特别由于在支
付函数量化上存在的困难，限制了它的实际应用。
 费舍尔(Fraser N. M)和希普尔(Hipel K. W)在前人研究的
基础上，与1984年出版了《Conflict Analysis—Models 
and Resolutions》一书，较为系统地总结并提出了冲突分
析的理论、模型和方法。
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冲突分析的模型
• 冲突分析模型的要素

▫ 局中人

 指参与冲突的各方；可以是个人，也可以是集体；局中人
至少有两人以上。

▫ 选项

 各局中人在冲突事件中所采取的某种态度或行动称为选项；
对某个具体行动可以选（用1表示）或不选（用0表示）。

▫ 策略与可行策略
 某个局中人的选项的组合称为策略。

 由于某些选项之间互不相容，不能包含在同一策略中，因
此对不含有互不相容选项的策略称为可行策略。
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冲突分析的模型
• 冲突分析模型的要素

▫ 结局与可行结局
 各局中人分别采取某一策略时形成的状态称为结局。

 各局中人的策略之间也可能存在不相容性，主要为逻辑推
理上的不合理，因此称不含有不相容策略的结局称为可行
结局。

▫ 偏好向量
 指各局中人根据自己的价值观，对各可行结局的优劣排序
所构成的数组。

▫ 时间点
 冲突是一个动态现象，随着冲突的进程，局中人将变换自
己的选项和偏好向量。冲突分析的建模是针对某一特定时
间点进行的，当局中人有可能变换选项或偏好的时间点时
应分别分析建模，进行动态分析。
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冲突分析模型的表示
• 冲突分析的模型的表格形式

▫ 举例

 上述表格中未排除不可行策略和不可行结局。

 表中结局的排列是按十进制数，从左到右由小到大排列。

 在上表中剔除掉不可行结局，再分别列出局中人各自的偏好向
量，则得到用表格形式表示的冲突分析模型。
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局中人 选项 结局

A
𝑎1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 (× 20)

𝑎2 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 (× 21)

B
𝑏1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 (× 22)

𝑏2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 (× 23)

十进制数 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15



稳定性分析
• 稳定性分析的目的

▫ 找出对各局中人而言的全局稳定结局。

▫ 分析过程及主要概念(对只有两个局中人时的情形)

 (1)某局中人的某一结局存在单方面改进(Unilateral 
Improvement, UI)

 在对方策略不变的条件下，局中人通过单方面改变自己的策略
而使解决得到改善，称为单方面改进，简记为UI。

 (2)合理性稳定结局(rational stable)

 在对方策略给定条件下，若局中人i所选策略形成的结局q对他
来讲已是最好的（即不存在对结局q的单方面改进），则称结
局q为局中人i的合理性稳定结局，简记为r。
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稳定性分析
▫ 分析过程及主要概念(对只有两个局中人时的情形)

 (3)相继惩罚性稳定结局 (sequentially sanctioned stable)

 若局中人i的某个结局q存在UI至结局q’，而对于局中人j，结
局q’ 可UI至结局q’ ’，且结局q’ ’ 对局中人i来讲劣于q ，则称对
结局q的单方面改进存在一个相继性惩罚。

 这种相继性惩罚将阻止局中人i从结局q单方面改进至结局q’ 。

 若对结局q的所有可能的单方面改进均存在相继性惩罚，则结
局q对局中人i而言是相继惩罚性稳定结局，简记为s。

 (4)不稳定结局(unstable)

 若结局q对局中人i而言存在UI，但又不是相继惩罚性稳定结局，
则称结局q为局中人i的一个不稳定结局，简记为u。
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稳定性分析
▫ 分析过程及主要概念(对只有两个局中人时的情形)

 (5)同时惩罚性稳定结局 (simultaneously sanctioned 
stable)

 若结局q对局中人i和j都属不稳定结局，双方同时进行单方面
改进，局中人i将结局q UI至ai，局中人j将结局q UI至bj，同时
单方面改进后得到的结局为p，则可表示为： p= ai + bj -q

 若结局p对局中人i而言劣于结局q ，则称i作出至ai的单方面改
进受到同时性惩罚。

 若局中人i从结局q出发的所有单方面改进均受到同时性惩罚，
则称结局q对局中人i来讲属同时惩罚性稳定结局，简记为ū。

 (6)全局稳定结局(equilibrium stable)

 若结局q对局中人i和j而言都属稳定性结局（可以为r , s或ū ）,
则称该结局为全局稳定结局，简记为E。

 任何冲突分析模型至少存在一个全局稳定结局。
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应用举例
▫ 劳资冲突分析

 国外某企业发生一起劳资冲突，其原因是资方忽视工人的
劳动安全保护，并且不严格履行有关工资的合同协议。

 工人派代表同资方交涉，考虑到的行动选项有两个： (1)罢
工以示抗议（简称罢工）；(2)要求加薪和改善劳动条件
（简称加薪）。

 资方也有两个行动选项： (1)答应工人提出的要求（简称妥
协）；(2)采取强硬手段，解雇领头的工人（简称解雇）。

 分析的时间确定在交涉谈判处于僵持状态、冲突会随时爆
发的时刻。
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应用举例
▫ 劳资冲突分析
 求解：
 工人方选项的4个组合均为可行策略，而资方的可行策略只有

3个（因为资方的两个选项不相容）。

 在劳资双方采取不同策略组合而成的4×3=12个状态中，其中

工人方未罢工、未提出加薪要求，而资方就解雇工人这个结局
在逻辑上讲不通，因此该结局为不可行结局。将该结局删除，
得到如下页表格中所示的11个可行结局。

 经分析，得到工人方的偏好向量P1和资方的偏好向量P2，也均
列于下表中，得到表格形式的冲突分析模型。
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应用举例
▫ 劳资冲突分析
 求解：
 下表即为此例的表格形式的冲突分析模型：
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局中人 选项 结局

工人方
罢工 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1

加薪 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1

资方
妥协 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

解雇 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

十进制数 0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11

工人方偏好向量 4 6 5 7 2 1 3 0 9 10 11

资方偏好向量 0 6 5 4 7 2 1 3 10 9 11



应用举例
▫ 劳资冲突分析
 求解：
 稳定性分析的表格形式见下表：
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E E

r s u u r u u u r u u

工
人
方

偏好向量 4 6 5 7 2 1 3 0 9 10 11

单方面改进 4 4 4 2 2 2 9 9

6 6 1 1 10

5 3

r r r s r u u u u u u

资
方

偏好向量 0 6 5 4 7 2 1 3 10 9 11

单方面改进 0 6 5 7 6 5 7

2 1 3


