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线性规划问题的解
• 设线性规划问题的标准形式为

max 𝑧 = σ𝑗=1
𝑛 𝑐𝑗 𝑥𝑗 (1.6𝑎)

𝑠. 𝑡. ൝
σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 = 𝑏𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑚 (1.6𝑏)

𝑥𝑗 ≥ 0 𝑗 = 1,… , 𝑛 (1.6𝑐)

• 可行解：满足约束条件（1.6b）和（1.6c）的解称为
线性规划问题的可行解。

• 可行解集：所有可行解构成的集合。

• 可行域：可行解集构成的𝑛维空间的区域。

• 最优解：使目标函数（1.6a）达到最优值的可行解称
为最优解。
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线性规划问题的解
• 基：设A为约束方程组（1.6b）的𝑚 × 𝑛阶系数矩阵
（设𝑚 < 𝑛），其秩为m。设B是A的一个m×m阶满
秩子矩阵，则称B为线性规划问题的一个基，即基B
由A的m个线性无关的列向量组成。

不妨设

对于基B， B中的列向量P1, P2, …, Pm称为基向量，A中
其余向量Pm+1, Pm+2, …, Pn为非基向量；

基向量对应的变量x1, x2, …, xm称为基变量，非基向量
对应的变量xm+1, xm+2, …, xn称为非基变量。
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𝐴 =

𝑎11
𝑎21
⋮

𝑎𝑚1

𝑎12
𝑎22
⋮

𝑎𝑚2

⋯
⋯
⋮
⋯

𝑎1𝑚
𝑎2𝑚
⋮

𝑎𝑚𝑚

𝑎1,𝑚+1

𝑎2,𝑚+2

⋮
𝑎𝑚,𝑚+1

⋯
⋯
⋮
⋯

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮

𝑎𝑚𝑛



线性规划问题的解

• 基解：在约束线性方程组𝐴𝑋 = 𝑏中，对应于基
𝐵 = (𝑃1, 𝑃2, ⋯ , 𝑃𝑚)，令所有非基变量为0，由于
𝐴𝑋 = 𝑏中基变量的个数等于方程的个数𝑚，又
|B|≠ 0，由克莱默法则，可得该方程组的唯一解

𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚 ,
基变量

0,0,⋯ , 0

非基变量

)𝑇

称X为线性规划问题的（一个）基解。

▫ 备注
 基解中变量取非零值的个数≤约束方程个数m。

 基的个数 = 基解的个数 ≤ 𝐶𝑛
𝑚 =

𝑛!

𝑛−𝑚 !𝑚!
。
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线性规划问题的解

• 基可行解：满足变量非负约束条件(1.6c) 的基解
称为基可行解。

• 可行基：对应于基可行解的基称为可行基。

• 最优基可行解和最优基：使目标函数达到最优的
基可行解为最优基可行解，对应于最优基可行解
的基为最优基。

• 退化的基(可行)解：非零分量的个数小于m的基
(可行)解，即：有一个或多个基变量取零值的基
(可行)解。
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线性规划问题的解
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线性规划问题的解

• 例4  列出下述线性规划问题的全部基、基解、基

可行解，找出最优基可行解，并指出这些基解分
别位于问题可行域边界所在直线的哪些交点上。
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max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2

𝑠. 𝑡.

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12
4𝑥1 ≤ 16

5𝑥2 ≤ 15
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

例2所示线性规划



线性规划问题的解

• 解：

将该线性规划问题化为标准形式

10

3/5/2020Jiangnan University



线性规划问题的解
• 解：

约束方程组的系数矩阵为

显然A的秩为3，找出A的所有3 × 3阶满秩子矩阵，从
而得到A的全部基。

对应每个基，求解方程组可得相应基解，从而容易判断
出哪些基解为基可行解，并得到最优基可行解。
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线性规划问题的解

• 解：
求得的全部基解见下表（*表示最优基可行解）

基
基解

基可行解？ 目标函数值
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

𝑃1 𝑃2 𝑃3 4 3 -2 0 0 否 17

𝑃1 𝑃2 𝑃4 3 3 0 4 0 是 15*

𝑃1 𝑃2 𝑃5 4 2 0 0 5 是 14

𝑃1 𝑃3 𝑃5 4 0 4 0 15 是 8

𝑃1 𝑃4 𝑃5 6 0 0 -8 15 否 12

𝑃2 𝑃3 𝑃4 0 3 6 16 0 是 9

𝑃2 𝑃4 𝑃5 0 6 0 16 -15 否 18

𝑃3 𝑃4 𝑃5 0 0 12 16 15 是 0
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线性规划问题的解

• 解：
用图解法求解得到

（见右图）

基解：可行域顶点O, Q1, Q2, Q3, Q4和边界延长线交点
Q5, Q6, Q7 。

基可行解：可行域顶点O, Q1, Q2, Q3, Q4对应基可行解。

最优基可行解：Q3，即 𝑥1, 𝑥2 = 3,3 .
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线性规划问题的解

• 解：
基、基解与图解法中各交点对应如下：

基
基解

基可行解？ 目标函数值 交点
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

𝑃1 𝑃2 𝑃3 4 3 -2 0 0 否 17 Q6

𝑃1 𝑃2 𝑃4 3 3 0 4 0 是 15* Q3

𝑃1 𝑃2 𝑃5 4 2 0 0 5 是 14 Q2

𝑃1 𝑃3 𝑃5 4 0 4 0 15 是 8 Q1

𝑃1 𝑃4 𝑃5 6 0 0 -8 15 否 12 Q7

𝑃2 𝑃3 𝑃4 0 3 6 16 0 是 9 Q4

𝑃2 𝑃4 𝑃5 0 6 0 16 -15 否 18 Q5

𝑃3 𝑃4 𝑃5 0 0 12 16 15 是 0 O
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凸集及其顶点

• 凸集
▫ 设C为n维欧式空间𝑅𝑛中一个点集，若集合C中任意
两点𝑋1、𝑋2连线上所有点也都是集合C中的点，则
称C为凸集。

凸集定义的数学描述：

▫ 设C为n维欧式空间的一个点集，若对任意𝑋1 ∈ 𝐶、
𝑋2 ∈ 𝐶，有

𝑎𝑋1 + 1 − 𝑎 𝑋2 ∈ 𝐶 (0 ≤ 𝑎 ≤ 1)

则称C为凸集。
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从直观上讲，凸集没有
凹陷，其内部没有空洞。

这些点中也包括了
𝑋1、𝑋2两点。



凸集及其顶点

• 凸集
▫ 举例：判断下列集合哪些是凸集，哪些不是凸集？
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凸集 凸集 凸集（交集）非凸集



凸集及其顶点

• 备注
(1) 设𝑋1、𝑋2为欧式空间中两个点，则𝑋1、𝑋2连线上所有点

都可表示为𝑎𝑋1 + 1 − 𝑎 𝑋2 (0 ≤ 𝑎 ≤ 1)。

(2) 任意个凸集的交集仍为凸集。
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𝑂

𝑋1

𝑋2

𝑋

−𝑋2

𝑋1 − 𝑋2
𝑎(𝑋1 − 𝑋2) 𝑋 = 𝑋2 + 𝑎 𝑋1 − 𝑋2

= 𝑎𝑋1 + 1 − 𝑎 𝑋2
(0 ≤ 𝑎 ≤ 1)

𝑋1、𝑋2两点连线上的点𝑎𝑋1 + 1 − 𝑎 𝑋2
(0 ≤ 𝑎 ≤ 1)称为𝑋1、𝑋2的凸组合；
若0 < 𝑎 < 1，则称相应的组合为严格
凸组合。



凸集及其顶点

• 凸组合
▫ 设𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘是n维欧式空间中的𝑘个点，若存在
𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇𝑘 , 0 ≤ 𝜇𝑖 ≤ 1 (𝑖 = 1,2, … 𝑘), 且σ𝑖

1𝜇𝑖 = 1,

使得
𝑋 = 𝜇1𝑋1 + 𝜇2𝑋2 +⋯+ 𝜇𝑘𝑋𝑘

则称𝑋为𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘的凸组合。

（当 0 < 𝜇𝑖 < 1时，称为严格凸组合。）

▫ 备注

有界凸集中任意一点都可表示成该凸集顶点的凸组合。
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凸集及其顶点

• 顶点
▫ 凸集C中满足下述条件的点X称为顶点：

如果C中不存在任何两个不同的点𝑋1，𝑋2 ，使X成为
这两个点连线内的一点。

也可表述为：

▫ 设C为凸集，X ∈ C；若点X不能表示为C中不同两
点𝑋1和𝑋2的严格凸组合

𝑋 = 𝑎𝑋1 + 1 − 𝑎 𝑋2，(0 < 𝑎 < 1)

则称X为C的一个顶点（或极点、角点）。
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即：若凸集C中的点X不能表示
为C中两个不同点连线内的一点，
则称点X称为凸集C的顶点。



凸集及其顶点

• 顶点
▫ 举例

 下图(左图)所示线性规划问题可行域为一个有界凸多
边形，其边界线的各交点O, Q1, Q2, Q3, Q4都是顶点。

 圆盘(右图)边界（即圆周）上的点都是顶点。
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基本定理

• 定理1 若线性规划问题存在可行解，则其可行域
是凸集。

• 思路：

按凸集定义，只需证明可行域中任意两点连线上的点
仍在可行域中即可。

21
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基本定理

• 证明：
设线性规划问题的可行域为

𝐷 = 𝑋 σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗𝑥𝑗 = 𝑏，𝑥𝑗 ≥ 0，𝑗 = 1,⋯𝑛

设

𝑋(1) = (𝑥1
1
, 𝑥2

1
, ⋯ , 𝑥𝑛

1
)𝑇 , 𝑋(2) = (𝑥1

2
, 𝑥2

2
, ⋯ , 𝑥𝑛

2
)𝑇

为𝐷中任意两点，代入约束条件，则有


𝑗=1

𝑛

𝑃𝑗𝑥𝑗
1
= 𝑏, 𝑥𝑗

1
≥ 0 𝑗 = 1,⋯𝑛


𝑗=1

𝑛

𝑃𝑗𝑥𝑗
2
= 𝑏, 𝑥𝑗

2
≥ 0 (𝑗 = 1,⋯𝑛)
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基本定理

• 证明：

令𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)
𝑇为𝑋(1)和𝑋(2)连线上任意一点, 即

𝑋 = 𝑎𝑋(1) + 1 − 𝑎 𝑋 2 (0 ≤ 𝑎 ≤ 1)

𝑋的每一个分量为𝑥𝑗 = 𝑎𝑥𝑗
1
+ (1 − 𝑎)𝑥𝑗

2
，将其代入

约束条件，得到

σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗𝑥𝑗 = σ𝑗=1

𝑛 𝑃𝑗[𝑎𝑥𝑗
1
+ 1 − 𝑎 𝑥𝑗

2
]

= 𝑎σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗𝑥𝑗

1
+ σ𝑗=1

𝑛 𝑃𝑗𝑥𝑗
2
− 𝑎σ𝑗=1

𝑛 𝑃𝑗𝑥𝑗
2

= 𝑎𝑏 + 𝑏 − 𝑎𝑏 = 𝑏

又因为𝑥𝑗
1
, 𝑥𝑗

2
≥ 0, 𝑎 ≥ 0, 1 − 𝑎 ≥ 0，故𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,⋯𝑛.

因此𝑋 ∈ 𝐷，从而 𝐷是凸集。
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基本定理
• 引理 线性规划问题的可行解𝑋 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛)

𝑇为基可行解
的充要条件是𝑋的正分量所对应的系数列向量线性无关。

• 证明：

必要性：由基可行解的定义知显然成立。

充分性：不妨设可行解𝑋的正分量所对应的系数列向量为
𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑘 .

若向量𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑘线性无关，则必有𝑘 ≤ 𝑚（因为R(A)=m）.  

当𝑘 = 𝑚时，向量𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑘恰好构成一个基，从而可行解
𝑋 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑘 , 0,⋯ , 0)𝑇为基可行解；

当𝑘 < 𝑚时，则一定可以从其余列向量中找出𝑚− 𝑘个向量
与𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑘构成一个基，其对应的解恰为可行解𝑋，由定义
可知它为基可行解。

24
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基本定理
• 定理2  线性规划问题的基可行解对应线性规划问题的
可行域顶点。

• 证明:

本定理需要证明： 𝑋是基可行解⟺𝑋是可行域顶点。

分两步来证明。

(1)要证: 𝑋是基可行解⟹𝑋是可行域顶点。

设𝑋是基可行解，不失一般性，设𝑋的前m个分量为正，即

𝑋 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑚, 0,⋯ , 0 T，从而有
𝑃1𝑥1 +⋯+ 𝑃𝑚𝑥𝑚 = 𝑏

其中𝑃1, ⋯𝑃𝑚是线性规划系数矩阵A的前m个列，且𝑃1, ⋯𝑃𝑚
线性无关（引理）。

下面证明𝑋是可行域顶点。

25
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𝑇

为基可行解的充要条件是X的正分量所对应的
系数列向量线性无关。

线性规划问题可行域的一个点是基本可行解
当且仅当它是可行域的一个顶点。



基本定理
• 证明：
用反证法。假设𝑋不是可行域D的顶点，则D中存在不同的两点
𝑌、𝑍及实数𝑎 ∈ 0,1 ，使得𝑋 = 𝑎𝑌 + 1 − 𝑎 𝑍，即

𝑥𝑗 = 𝑎𝑦𝑗 + 1 − 𝑎 𝑧𝑗 (𝑗 = 1,⋯ ,𝑚,𝑚 + 1,⋯ , 𝑛)

对于𝑗 = 𝑚 + 1,⋯ , 𝑛，由于𝑥𝑗 = 0, 𝑦𝑗, 𝑧𝑗非负，𝑎 ∈ 0,1 ，故必有

𝑦𝑗 = 𝑧𝑗 = 0

又𝐴𝑌 = 𝐴𝑍 = 𝑏，故有
𝑃1𝑦1 +⋯+ 𝑃𝑚𝑦𝑚 = 𝑏
𝑃1𝑧1 +⋯+ 𝑃𝑚𝑧𝑚 = 𝑏

从而有
𝑃1(𝑦1 − 𝑧1) + ⋯+ 𝑃𝑚(𝑦𝑚 − 𝑧𝑚) = 0.

由于𝑦1 − 𝑧1, … , 𝑦𝑚 − 𝑧𝑚不全为零，故𝑃1, ⋯𝑃𝑚线性相关，与之前
所得结论𝑃1, ⋯𝑃𝑚线性无关矛盾，因此X 是可行域D 的顶点。

26
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基本定理
• 证明：
(2)要证：𝑋是可行域顶点⟹𝑋是基可行解。

设𝑋是可行域D 的一个顶点，不妨设𝑋的其前𝑟个分量大于0，则有
𝑋 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑟 , 0,⋯ , 0 T，𝐴𝑋 = 𝑏，故有

𝑃1𝑥1 +⋯+ 𝑃𝑟𝑥𝑟 = 𝑏

下面证明𝑃1, ⋯𝑃𝑟线性无关，用反证法。

假设𝑃1, ⋯𝑃𝑟线性相关，则必存在一组不全为零的数𝛿1, … , 𝛿𝑟 ,使得
𝑃1𝛿1 +⋯+ 𝑃𝑟𝛿𝑟 = 0

令𝑌 = (𝛿1, … , 𝛿𝑟 , 0, … , 0)𝑇，则由𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑟 > 0知，可选择充分小
的正数휀，使相异两点𝑋 + 휀𝑌与𝑋 − 휀𝑌均属于D，显然此时𝑋可表

示为 𝑋 =
1

2
𝑋 + 휀𝑌 +

1

2
𝑋 − 휀𝑌 ，即𝑋表示为𝑋 + 휀𝑌与𝑋 − 휀𝑌的

严格凸组合，这与𝑋为顶点相矛盾，故𝑃1, ⋯𝑃𝑟线性无关，从而由

前述引理可知，𝑋是基可行解。

27
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𝑇

为基可行解的充要条件是X的正分量所对应的
系数列向量线性无关。



基本定理
• 定理3  若线性规划问题有最优解，则一定存在一个基可行
解是最优解。

• 证明：

设𝑋(0) = (𝑥1
(0)
, ⋯ , 𝑥𝑛

(0)
)𝑇是线性规划的一个最优解，𝑍 = 𝐶𝑋(0)是

目标函数的最大值。

若𝑋(0)不是基可行解，则由定理2可知，𝑋(0)不是顶点，从而𝑋(0)

可表示为可行域中相异两点𝑋(0) + 휀𝑌与𝑋(0) − 휀𝑌的严格凸组合，
这两点的目标函数值分别为𝐶(𝑋(0) + 휀𝑌)与𝐶 𝑋 0 − 휀𝑌 。

由于𝐶𝑋(0)为目标函数最大值，故

𝐶𝑋(0) ≥ 𝐶(𝑋(0) + 휀𝑌)， 𝐶𝑋(0) ≥ 𝐶(𝑋 0 − 휀𝑌)

因此𝐶휀𝑌 = 0，即有𝐶 𝑋 0 + 휀𝑌 = 𝐶 𝑋 0 − 휀𝑌 = 𝐶𝑋(0)。

若𝑋(0) + 휀𝑌或𝑋(0) − 휀𝑌仍不是基可行解，则重复上述步骤，最后
一定可以找到一个基可行解，其目标函数值为𝐶𝑋(0)，从而该基可
行解是最优解。
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备注：𝐶휀𝑌 = 0说明向量𝑌与目标函数等值超平面族的

法线𝐶垂直，而𝐶 𝑋 0 + 휀𝑌 = 𝐶 𝑋 0 − 휀𝑌 = 𝐶𝑋(0)

则说明这三个点在同一超平面上。



基本定理
• 定理3的备注
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O

𝑋

𝑄1 𝑄2

𝑄3

C

目标函数z的
等值线(超平面)

Y

𝑋 + 휀𝑌

휀𝑌 𝑋 − 휀𝑌



单纯形法的基本思想

• 由前述基本定理可知：若线性规划问题有最优解，
则一定有一个基可行解是最优解。

具体而言：

▫ 若可行域有界，则线性规划问题的目标函数一定可
以在其可行域的顶点上达到最优。

 若目标函数在多个顶点处达到最优，则在这些顶点的
凸组合上也达到最优（有无穷多最优解）。

▫ 若可行域为无界，则线性规划问题可能无最优解，
也可能有最优解，若有也必定可在某顶点上得到。
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单纯形法的基本思想

• 枚举法
▫ 虽然顶点数目有限(≤ 𝐶𝑛

𝑚)，采用枚举法找到所有基
可行解，然后一一比较，最终可以找到最优解，但
当n，m较大时，枚举法则行不通。

• 单纯形法

▫ 对于线性规划问题的标准形式，先找到一个初始基
可行解，若该解不是最优解，则设法转换(迭代)到
另一个目标函数更优的基可行解；重复上述步骤，
直到找到最优解为止。
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初始基可行解的确定
• 直接观察法

▫ 如果可能，从线性规划问题的标准型中直接观察到一个
初始可行基（单位矩阵）。

• 松弛变量法
▫ 若所有约束条件都是“≤”形式的不等式，可用化标准
型的方法得到由松弛变量的系数所构成的单位矩阵作为
初始可行基。

• 人工变量法
▫ 若上述两种方法不能奏效，则对于“≥”型不等式约束，
左端减去一个非负的剩余变量后，再加上一个非负的人
工变量；对于等式约束，左端加上一个非负的人工变量，
这样总能得到一个单位矩阵，作为初始可行基。
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初始基可行解的确定
给定线性规划问题

max 𝑧 = σ𝑗=1
𝑛 𝑐𝑗 𝑥𝑗

s.t. ൝
σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑥𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 1,… , 𝑛)

其标准形式为

max 𝑧 = σ𝑗=1
𝑛 𝑐𝑗 𝑥𝑗 + 0σ𝑖=1

𝑚 𝑥𝑠𝑖

s.t. ൝
σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗+𝑥𝑠𝑖= 𝑏𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑥𝑗 , 𝑥𝑠𝑖 ≥ 0 (𝑗 = 1,… , 𝑛)
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注意：这里要求𝑏𝑖 ≥ 0



初始基可行解的确定
上述标准形式中约束方程组的系数矩阵为

(设A的秩为m)

取其中的单位矩阵 𝑃𝑠1, ⋯ , 𝑃𝑠𝑚 作为初始可行基，可求得相
应的初始基可行解𝑋 = 0,⋯ , 0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑚

𝑇 .

当线性规划约束条件为“=”或“≥”型时，化为标准形式
后，一般约束条件的系数矩阵中不包含单位矩阵，这时可通
过添加人工变量来人为地构造一个单位阵矩作为初始可行基，
称为人工基，从而得到一个初始基可行解。
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基可行解的转换

设初始基可行解为𝑋(0) = (𝑥1
(0)
, ⋯ , 𝑥𝑛

(0)
)𝑇，不妨设其前m个

变量为基变量，且对应的基矩阵为单位阵，故𝑋(0)可表示为

𝑋(0) = (𝑥1
(0)
, ⋯ , 𝑥𝑚

(0)
, 0, … 0

𝑛−𝑚个

)𝑇

对应的约束方程组的增广矩阵为
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1,1, 1 1 1
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1 0 0

0 1 0

0 0 1

jm n
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1 2 1m m j nP P P P P P b

定义：两个基可行解称为是相邻
的，若它们之间变换且仅变换一
个基变量。



基可行解的转换
显然有 σ𝑖=1

𝑚 𝑃𝑖𝑥𝑖
(0)

= 𝑏 和 𝑃𝑗−σ𝑖=1
𝑚 𝑎𝑖𝑗𝑃𝑖 = 0 (𝑗 ∈ {𝑚 + 1,… , 𝑛})

由上述两式可得：(σ𝑖=1
𝑚 𝑃𝑖𝑥𝑖

(0)
) + 𝜃( 𝑃𝑗−σ𝑖=1

𝑚 𝑎𝑖𝑗𝑃𝑖) = 𝑏 (𝜃>0)

整理得 σ𝑖=1
𝑚 (𝑥𝑖

(0)
−𝜃𝑎𝑖𝑗)𝑃𝑖 + 𝜃𝑃𝑗 = 𝑏

从上式得到满足约束方程组 σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑖𝑥𝑗 = 𝑏的另一个顶点𝑋(1)，即

𝑋(1) = (𝑥1
(0)

− 𝜃𝑎1𝑗, … , 𝑥𝑚
(0)

− 𝜃𝑎𝑚𝑗 , 0, … , 𝜃, … , 0)𝑇

其中𝜃为𝑋(1)的第j个分量的值。

注意到𝜃>0，要使𝑋(1)成为基可行解，须使对所有𝑖 = 1,… ,𝑚，有

𝑥𝑖
(0)

− 𝜃𝑎𝑖𝑗 ≥ 0

且使这m个不等式中至少有一个等号成立（从而使原先基可行解

中的一个基变量变为新的基可行解中的一个非基变量，实现相邻
基可行解的转换）。
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非基向量由基向量组
来线性表示



基可行解的转换
若𝑎𝑖𝑗 ≤ 0，𝑥𝑖

(0)
− 𝜃𝑎𝑖𝑗 ≥ 0自然成立，故对𝜃的增大无限制；

若𝑎𝑖𝑗 > 0，𝜃则不能无限制增大，应取

𝜃 = min
𝑖

𝑥𝑖
(0)

𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑖𝑗 > 0 =

𝑥𝑙
(0)

𝑎𝑙𝑗
（ ∗）

从而使得

𝑥𝑖
(0)

− 𝜃𝑎𝑖𝑗 ቊ
= 0 (𝑖 = 𝑙)
≥ 0 (𝑖 ≠ 𝑙)

因此， 𝑋(1) 中正分量最多有m个，容易证明其对应的m个向量
𝑃1, … , 𝑃𝑙−1, 𝑃𝑙+1, … , 𝑃𝑚, 𝑃𝑗 线性无关，故按（*）式确定𝜃的值，则

所得𝑋(1)即为一个新的基可行解。

(证明𝑃1, … , 𝑃𝑙−1, 𝑃𝑙+1, … , 𝑃𝑚, 𝑃𝑗线性无关。用反证法。假设𝑃1, … , 𝑃𝑙−1, 𝑃𝑙+1, … , 𝑃𝑚, 𝑃𝑗
线性相关，则由向量线性相关性理论可知，𝑃𝑗可由𝑃1, … , 𝑃𝑙−1, 𝑃𝑙+1, … , 𝑃𝑚线性表示，

然而这是不可能的，因为𝑎𝑙𝑗 > 0，而𝑎𝑙1, … , 𝑎𝑙,𝑙−1, 𝑎𝑙,𝑙+1, … , 𝑎𝑙𝑚均为0.)
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最小比值规则



最优性检验和解的判别
基可行解𝑋(0)和𝑋(1)分别对应目标函数值

𝑧(0) = σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑥𝑖

(0)

𝑧(1) = σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖(𝑥𝑖

(0)
− 𝜃𝑎𝑖𝑗) + 𝜃𝑐𝑗

= σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑥𝑖

(0)
+ 𝜃 𝑐𝑗 −σ𝑖=1

𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑗

= 𝑧(0) + 𝜃 𝑐𝑗 − σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑗

= 𝑧(0) + 𝜃𝜎𝑗

上式中, 令𝑧𝑗 = σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖𝑎𝑖𝑗 , 𝜎𝑗 = 𝑐𝑗 − 𝑧𝑗 (非基变量的检验数),

由于𝜃 > 0，故只要𝜎𝑗 > 0，就有𝑧(1) > 𝑧(0).
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最优性检验和解的判别

• 最优解的判别
当所有非基变量的检验数𝜎𝑗 ≤ 0，表明当前基可行解的

目标函数值比相邻各基可行解的目标函数值都大，当前
基可行解即为最优解。

• 无穷多最优解的判别
当所有非基变量的检验数𝜎𝑗 ≤ 0，又对某个非基变量𝑥𝑘
有𝜎𝑘 = 0，且按照(*)式可以找到𝜃 > 0，则可找到另一
个基可行解，其目标函数值也达到最大，从而这两点连
线上的所有点都是最优解。
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该条件只是给出了无穷多最优解的一种可能情形（即可以找到
另一个基可行解作为最优解），还有一种情形是找不到上述的
𝜃，即找不到另一基可行解作为最优解，此时可行域无界。



最优性检验和解的判别

• 无界解的判别
若存在某个非基变量𝑥𝑗的检验数𝜎𝑗 > 0，且对应列向量

𝑃𝑗的所有分量𝑎𝑖𝑗 ≤ 0，由于对任意𝜃 > 0，均有

𝑥𝑖
0 − 𝜃𝑎𝑖𝑗 ≥ 0，

因此𝜃取值不受限制，可无限增大，从而目标函数值
𝑧(0) + 𝜃𝜎𝑗可无限增大，这时线性规划问题为无界解。

• 无可行解的判别
（人工变量法，见后续章节）
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最优性检验和解的判别

• 说明

▫ 上述判别准则都是针对目标函数最大化的标准形式。

▫ 当目标函数为最小化时，可如下处理：

 方法1：是将其化为最大化的标准形式；

 方法2：在上述准则中将𝜎𝑗 ≤ 0改为𝜎𝑗 ≥ 0，将

𝜎𝑗 > 0改为𝜎𝑗 < 0即可。
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Thank you!
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