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确定性动态规划举例 

• 资源分配问题 

▫ 将数量一定的一种或若干种资源(例如原材料、资
金、机器设备、劳力、食品等等)，恰当地分配给
若干个使用者，而使目标函数为最优。 

 资源平行分配问题 

▫ 决策变量可取连续值，也可取离散值，只将资源合理
分配而不考虑回收。 

 资源连续分配问题 

▫ 决策变量取连续值，且既考虑资源的分配又考虑回收
利用的问题，此类问题称为资源连续分配问题。 
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资源平行分配问题 

• 问题描述 

▫ 设有某种原料，总数量为𝑎，用于生产𝑛种产品。若分配数量
𝑥𝑖用于生产第𝑖种产品，其收益为𝑔𝑖 𝑥𝑖 。问应如何分配，才
能使生产𝑛种产品的总收入最大？ 

• 静态规划模型 
max 𝑧 =𝑔1 𝑥1 + 𝑔2 𝑥2 +⋯+ 𝑔𝑛 𝑥𝑛  

 
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 = 𝑎
𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

 

▫ 当𝑔𝑖 𝑥𝑖 为线性函数时，该问题为线性规划问题； 

▫ 当𝑔𝑖 𝑥𝑖 为非线性函数时，该问题为非线性规划问题； 

▫ 但当𝑛较大时，问题求解较为复杂；利用问题的特殊结构，
将其视为多阶段决策问题，可用动态规划方法来求解。 
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资源平行分配问题 

• 动态规划模型 

▫ 其他同类问题 

 投资分配问题 

 销售店分配问题 

 货物分配问题 

 … 

▫ 求解思路 

 通常以把资源分配给一个或几个使用者的过程作为一
个阶段； 

 把问题中的变量选为决策变量； 

 将累计的量或随递推过程变化的量选为状态变量。 
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资源平行分配问题 

• 动态规划模型 
▫ 求解步骤 

 设状态变量𝑠𝑘表示用于分配给生产第k种产品至第n种产品的原料数量； 

 决策变量𝑥𝑘表示分配给生产第k种产品的原料数量； 

 状态转移方程为 𝑠𝑘+1 = 𝑠𝑘 − 𝑥𝑘； 

 允许决策集合为 𝐷𝑘 𝑠𝑘 = 𝑥𝑘 0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑠𝑘 ； 

 令最优值函数𝑓𝑘 𝑠𝑘 表示以数量为𝑠𝑘的原料分配给生产第k种产品至第n种
产品所得到的最大总收入； 

 写出动态规划的逆序递推关系式 

 
𝑓𝑘 𝑠𝑘 = max

0≤𝑥𝑘≤𝑠𝑘
𝑔𝑘 𝑥𝑘 + 𝑓𝑘+1 𝑠𝑘 − 𝑥𝑘 , 𝑘 = 𝑛 − 1,… , 1

𝑓𝑛 𝑠𝑛 = max
𝑥𝑛=𝑠𝑛

𝑔𝑛 𝑥𝑛
 

 利用上述递推关系式进行逐段计算，最后求得即为所求问题的最大总收入。 
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资源平行分配问题 

• 例6 某一警卫部门共有9支巡逻队，负责3个要害部位A、B、C
的警卫巡逻。对每个部位可分别派出2~4支巡逻队，并且由于

派出巡逻队数的不同，各部位预期在一段时期内可能造成的损
失有差别，具体数据见下表。问该警卫部门应往各部位分别派
多少支巡逻队，使总的预期损失最小？ 
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预期损失 
部位 

A B C 

巡
逻
队
数 

2 18 38 24 

3 14 35 22 

4 10 31 21 



资源平行分配问题 
• 解： 将问题按要害部位分成三个阶段， A、B、C三个部位分别编号为1、

2、3.  

设𝑠𝑘表示分配给第𝑘个至第3个部位的巡逻队数(即第𝑘个阶段初拥有的可
派遣的巡逻队数)， 𝑥𝑘表示分配给第𝑘个部位的巡逻队数，则状态转移方
程为 

𝑠𝑘+1 = 𝑠𝑘 − 𝑥𝑘    (𝑘 = 1,2,3) 

各阶段的允许决策集合为 

 𝐷𝑘 𝑠𝑘 = 𝑥𝑘 2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑠𝑘 ∩ 2,3,4      (𝑘 = 1,2,3) 

阶段指标𝑝𝑘 𝑥𝑘 表示𝑥𝑘个巡逻队分配到第𝑘个部位所造成的预期损失， 

𝑓𝑘 𝑠𝑘 表示𝑠𝑘个巡逻队分配到第𝑘个至第3个部位所造成的最小预期损失，
因而可写出逆序递推关系式为 

  
𝑓𝑘 𝑠𝑘 = min

𝑥𝑘∈𝐷𝑘 𝑠𝑘
𝑝𝑘 𝑥𝑘 + 𝑓𝑘+1 𝑠𝑘 − 𝑥𝑘 , 𝑘 = 3,2,1

𝑓4 𝑠4 = 0
 

(因问题只有三个要害部位，第4阶段初拥有的未派出的巡逻队对前3个部位的预
期损失不再有影响，故取𝑓4 𝑠4 = 0) 
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也可以用顺序解法来求解，
参见《运筹学基础及应用
（第6版）》229-230页。 



资源平行分配问题 

• 解：  

𝑘 = 3时： 𝑓3 𝑠3 = min
𝑥3∈𝐷3 𝑠3

𝑝3 𝑥3 + 𝑓4 𝑠4 = min
𝑥3∈𝐷3 𝑠3

𝑝3 𝑥3  

由于𝑠3 ∈ 𝑆3 = 2,3,4,5 ，故𝑥3 ∈ 𝐷3 𝑠3 = 𝑥3 2 ≤ 𝑥3 ≤ 𝑠3 ∩ 2,3,4
的取值及𝑓3 𝑠3 的计算情况见下表： 
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𝑥3 
𝑝3 𝑥3  

𝑓3 𝑠3  𝑥3
∗ 

2 3 4 

𝑠3 

2 24 — — 24 2 

3 24 22 — 22 3 

4 24 22 21 21 4 

5 24 22 21 21 4 



资源平行分配问题 

• 解：  

𝑘 = 2时： 𝑓2 𝑠2 = min
𝑥2∈𝐷2 𝑠2

𝑝2 𝑥2 + 𝑓3 𝑠2 − 𝑥2  

由于𝑠2 ∈ 𝑆2 = 5,6,7 ，故𝑥2 ∈ 𝐷2 𝑠2 = 𝑥2 2 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑠2 ∩ 2,3,4 的
取值及𝑓2 𝑠2 的计算情况见下表： 
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𝑥2 
𝑝2 𝑥2 + 𝑓3 𝑠2 − 𝑥2  

𝑓2 𝑠2  𝑥2
∗ 

2 3 4 

𝑠2 

5 38+22 35+24 — 59 3 

6 38+21 35+22 31+24 55 4 

7 38+21 35+21 31+22 53 4 



资源平行分配问题 
• 解：  

𝑘 = 1时： 𝑓1 𝑠1 = min
𝑥1∈𝐷1 𝑠1

𝑝1 𝑥1 + 𝑓2 𝑠1 − 𝑥1  

由于𝑠1 ∈ 𝑆1 = 9 ，故𝑥1 ∈ 𝐷1 𝑠1 = 2,3,4 ，从而可得到以下计算表： 
 
 
 
 
 
根据上述三个表格反推可得最优分配方案为： 

𝑥1
∗ = 3, 𝑥2

∗ = 4, 𝑥3
∗ = 2, 𝑠1 = 9, 𝑠2 = 6, 𝑠3 = 2,  

或者 
𝑥1
∗ = 4, 𝑥2

∗ = 3, 𝑥3
∗ = 2, 𝑠1 = 9, 𝑠2 = 5, 𝑠3 = 2,  

两者总的预期损失均为69. 
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𝑥1 
𝑝1 𝑥1 + 𝑓2 𝑠1 − 𝑥𝟏  

𝑓1 𝑠1  𝑥1
∗ 

2 3 4 

𝑠1 9 18+53 14+55 10+59 69 3或4 



资源连续分配问题 

• 问题描述 
▫ 设有数量为𝑠1的某种原料，可投入A和B两种生产。第一年若
以数量𝑢1投入生产A，剩下的量𝑠1 − 𝑢1就投入生产B，则可得
收入为𝑔 𝑢1 + ℎ 𝑠1 − 𝑢1 ，其中𝑔 ∙ 和ℎ ∙ 为已知函数，且
𝑔 0 = ℎ 0 = 0。 

▫ 这种资源在投入A、B生产后，年终还可回收再投入生产。设
年回收率分别为 0 < 𝑎 < 1和0 < 𝑏 < 1 ，则在第一年生产后，
回收的资源量合计为𝑠2 = 𝑎𝑢1 + 𝑏(𝑠1 − 𝑢1)。第二年再将资
源数量𝑠2中的𝑢2和𝑠2 − 𝑢2分别再投入A、B两种生产，则第二
年又可得到收入为𝑔 𝑢2 + ℎ 𝑠2 − 𝑢2  。 

▫ 如此继续进行𝑛年，试问：应当如何决定每年投入生产A的资
源量𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛，才能使总的收入最大？ 
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资源连续分配问题 

• 备注 
▫ 第1节中的例2(机器负荷分配问题)即属于资源连续分配
问题。 

 该问题中𝑠𝑘, 𝑢𝑘均取连续变量，其中非整数值可以这样理解：
如 𝑠𝑘 = 0.6 就表示一台机器在第𝑘年度中正常工作时间只
占 6 10 ， 𝑢𝑘 = 0.3 就表示一台机器在该年度中只有3 10 
的时间能在高负荷下工作。 
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资源连续分配问题 

• 静态规划模型 
max 𝑧 =𝑔 𝑢1 + ℎ 𝑠1 − 𝑢1 + 𝑔 𝑢2 + ℎ 𝑠2 − 𝑢2  

+⋯+ 𝑔 𝑢𝑛 + ℎ 𝑠𝑛 − 𝑢𝑛  

𝑠. 𝑡.

𝑠2 = 𝑎𝑢1 + 𝑏(𝑠1 − 𝑢1)
𝑠3 = 𝑎𝑢2 + 𝑏(𝑠2 − 𝑢2)

⋮
𝑠𝑛+1 = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏(𝑠𝑛 − 𝑢𝑛)
0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑠𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛
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资源连续分配问题 

• 动态规划模型 
设𝑠𝑘为状态变量，它表示在第𝑘阶段(第𝑘年)初可投入A、B两种生产
的资源量。 

设𝑢𝑘为决策变量，它表示在第𝑘阶段(第𝑘年)用于A生产的资源量，则
𝑠𝑘 − 𝑢𝑘表示用于B生产的资源量。 

状态转移方程为  𝑠𝑘+1 = 𝑎𝑢𝑘 + 𝑏(𝑠𝑘 − 𝑢𝑘). 

最优值函数𝑓𝑘 𝑠𝑘 表示有资源量𝑠𝑘，从第𝑘阶段到第𝑛阶段采取最优分
配方案进行生产后所得到的最大总收入。 

因此可写出动态规划的逆序递推关系式为 

 

𝑓𝑘 𝑠𝑘 = max
0≤𝑢𝑘≤𝑠𝑘

𝑔 𝑢𝑘 + ℎ 𝑠𝑘 − 𝑢𝑘 + 𝑓𝑘+1 𝑎𝑢𝑘 + 𝑏(𝑠𝑘 − 𝑢𝑘) ,        

𝑘 = 𝑛, 𝑛 − 1, … , 1
𝑓𝑛+1 𝑠𝑛+1 = 0                                                                                                          

 

最后求出𝑓1 𝑠1 即为所求问题的最大总收入。 
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资源连续分配问题 

• 例7 上述资源连续分配问题中，设资源为可投入A和B两种生产的机器，

若机器数量为𝑠1 = 100台，𝑎 =
2

3
× 100%，b=

9

10
× 100%， 

𝑔 𝑥 = 10𝑥(万元)， ℎ 𝑥 = 7𝑥(万元)，试确定三年内每年如何分配每
年用于A、B两种生产的机器数量，使三年的总收入为最大。 

• 解：将3年作为三个阶段(𝑘 = 1,2,3)；状态变量𝑠𝑘为第𝑘年初可用于生
产的完好机器数； 𝑥𝑘为第𝑘年用于A生产的机器数， 𝑠𝑘 − 𝑥𝑘为用于B
生产的机器数。因此状态转移方程为 

𝑠𝑘+1 =
2

3
𝑥𝑘 +

9

10
(𝑠𝑘 − 𝑥𝑘)， 

    逆推关系式为 

 

𝑓𝑘 𝑠𝑘 = max
0≤𝑥𝑘≤𝑠𝑘

10𝑥𝑘 + 7 𝑠𝑘 − 𝑥𝑘 + 𝑓𝑘+1 𝑠𝑘+1 ,

𝑘 = 3,2,1
𝑓4 𝑠4 = 0                                                                               

 

    从第3年度开始，向前逆序计算。 
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资源连续分配问题 
• 解：  

当𝑘 = 3时: 𝑓3 𝑠3 = max
0≤𝑥3≤𝑠3

10𝑥3 + 7 𝑠3 − 𝑥3 + 𝑓4 𝑠4 = 10𝑠3, 𝑥3
∗ = 𝑠3, 

当𝑘 = 2时: 𝑓2 𝑠2 = max
0≤𝑥2≤𝑠2

10𝑥2 + 7 𝑠2 − 𝑥2 + 𝑓3 𝑠3  

= max
0≤𝑥2≤𝑠2

10𝑥2 + 7 𝑠2 − 𝑥2 + 10
2

3
𝑥2 +

9

10
(𝑠2 − 𝑥2)  

= max
0≤𝑥2≤𝑠2

2

3
𝑥2 + 16𝑠2 = 16

2

3
𝑠2, 𝑥2

∗ = 𝑠2, 

当𝑘 = 1时: 𝑓1 𝑠1 = max
0≤𝑥1≤𝑠1

10𝑥1 + 7 𝑠1 − 𝑥1 + 𝑓2 𝑠2  

= max
0≤𝑥1≤𝑠1

10𝑥1 + 7 100 − 𝑥1 + 16
2

3

2

3
𝑥1 +

9

10
(100 − 𝑥1)  

= max
0≤𝑥1≤𝑠1

2200 − 0.9𝑥1 = 2200, 𝑥1
∗ = 0. 

反向逆推，得到： 𝑥1
∗ = 0, 𝑥2

∗ = 90, 𝑥3
∗ = 60, 𝑠1 = 100, 𝑠2 = 90, 𝑠3 = 60，

三年总收入为2200万元。 
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随机性动态规划举例 

• 随机性动态规划 

▫ 随机性动态规划不同于确定性动态规划之处在于状
态转移率是不确定的（但有某种随机规律），即对
给定的状态和决策，下一阶段的到达状态是具有确
定概率分布的随机变量，这个概率分布由本阶段的
状态和决策完全确定。 

▫ 在实际应用中，经常会遇到某些多阶段决策过程中
出现随机因素的情况，而动态规划的方法也可以处
理这种随机性动态规划问题。 
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随机性动态规划举例 

• 随机性动态规划的基本结构图 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
当指标函数为各阶段效益之和时，基本方程为 

𝑓𝑘 𝑠𝑘 = max
𝑢𝑘∈𝐷𝑘 𝑠𝑘

𝐸 𝑣𝑘 𝑠𝑘 , 𝑢𝑘 + 𝑓𝑘+1 𝑠𝑘+1  

其中表示𝐸 ∙ 期望值。 
(注意：对随机性动态规划问题，其基本方程与边界条件应具体情况具体
分析。) 
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𝑠𝑘 𝑢𝑘(𝑠𝑘) 

𝑠𝑘+1
(1)

 

𝑠𝑘+1
(2)

 

𝑠𝑘+1
(𝑁)

 

状态 决策 

k+1阶段状态𝑠𝑘+1 

概率 

k阶段效益 

𝑝1 

𝑝2 

𝑝𝑁 ⋮ 
⋮ ⋮ 

𝑣1 

𝑣2 

𝑣𝑁 



随机性动态规划举例 

• 例8 某公司承担一种新产品试制任务，合同要求三个
月内交出一台合格的样品，否则将负担1500元的赔偿
费。 

▫ 据有经验的技术人员估计，试制时每投产一台合格
的概率为1 3 ，投产一批的准备结束费用为250元，
每台试制费用为100元。 

▫ 若投产一批后全部不合格，可以再投产一批试制，
但每投产一批的周期需一个月。 

要求确定每批投产多少台，使总的试制费用(包括可
能发生的赔偿损失)的期望值为最小。 
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随机性动态规划举例 
• 解： 将合同期三个月中的每个月作为一个阶段，共分3个阶段。 

▫ 状态变量𝑠𝑘：设尚无一台合格品时𝑠𝑘 = 1，已得到一台以上(含一台)合格品时
𝑠𝑘 = 0。故签订合同时 𝑠1 = 1。 

▫ 决策变量𝑥𝑘：为每个阶段的投产试制台数。允许决策集合为 

𝐷𝑘 𝑠𝑘 =  
0,1,2,… ,𝑁 , 𝑠𝑘 = 1

0 ,                          𝑠𝑘 = 0
 

▫ 状态转移方程： 
𝑝𝑘 𝑠𝑘+1 = 1 = 2

3

𝑥𝑘
         

𝑝𝑘 𝑠𝑘+1 = 0 = 1 − 2

3

𝑥𝑘
 
 

▫ 第𝑘阶段的费用支出：𝑐 𝑥𝑘 =  
250 + 100𝑥𝑘,  𝑥𝑘 ≠ 0
0,                        𝑥𝑘= 0

 

▫ 最优值函数：从状态𝑠𝑘 、决策𝑥𝑘出发的第𝑘阶段以后的最小期望费用 

𝑓𝑘 𝑠𝑘 =

min
𝑥𝑘∈𝐷𝑘 𝑠𝑘

𝑐 𝑥𝑘 + 2
3

𝑥𝑘
𝑓𝑘+1 1 + 1 − 2

3

𝑥𝑘
𝑓𝑘+1 0

= min
𝑥𝑘∈𝐷𝑘 𝑠𝑘

𝑐 𝑥𝑘 + 2
3

𝑥𝑘
𝑓𝑘+1 1 ,                𝑠𝑘 = 1

0,                                                                                        𝑠𝑘= 0

 

     边界条件为𝑓4 1 = 1500. 
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随机性动态规划举例 

• 解：  

▫ 当𝑘 = 3时：𝑓3 0 = 0， 𝑓3 1 = min
𝑥3∈𝐷3 𝑠3

𝑐 𝑥3 + 2

3

𝑥3
𝑓4 1 ，其

计算过程及结果见下表： 
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𝒙𝟑 
𝒄 𝒙𝟑 + 𝟐

𝟑

𝒙𝟑
× 𝟏𝟓𝟎𝟎 

𝒇𝟑 𝒔𝟑  𝒙𝟑
∗  

0 1 2 3 4 5 

𝒔𝟑 
0 0 0 0 

1 1500 1350 1117 994 946 948 946 4 



随机性动态规划举例 

• 解：  

▫ 当𝑘 = 2时：𝑓2 0 = 0， 𝑓2 1 = min
𝑥2∈𝐷2 𝑠2

𝑐 𝑥2 + 2

3

𝑥2
𝑓3 1 ，其

计算过程及结果见下表 
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𝒙𝟐 
𝒄 𝒙𝟐 + 𝟐

𝟑

𝒙𝟐
× 𝟗𝟒𝟔 

𝒇𝟐 𝒔𝟐  𝒙𝟐
∗  

0 1 2 3 4 

𝒔𝟐 
0 0 0 0 

1 946 981 870 830 837 830 3 



随机性动态规划举例 

• 解：  

▫ 当𝑘 = 1时：𝑓1 1 = min
𝑥1∈𝐷1 𝑠1

𝑐 𝑥1 + 2

3

𝑥1
𝑓2 1 ，其计算过程及

结果见下表 

 

 

 

 

 

 

▫ 因此该公司的最优决策(序列)为：第一批投产3台；如无合格品，
第2批再投产3台；如仍无合格品，第3批投产4台。 

▫ 这样可使总的期望研制费用(包括三批均不合格时的赔偿费)为最小，
共计796元。 
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𝒙𝟏 
𝒄 𝒙𝟏 + 𝟐

𝟑

𝒙𝟏
× 𝟖𝟑𝟎 

𝒇𝟏 𝒔𝟏  𝒙𝟏
∗  

0 1 2 3 4 

𝒔𝟏 1 830 903 819 796 814 796 3 



动态规划方法的优越性与不足之处 

• 优越性 
▫ 易于确定全局最优解。 

 即使对于指标函数简单的问题，由于约束集合往往非常复杂，故
应用目前的非线性规划方法求解全局最优解是非常困难的。而动
态规划方法是把原问题化成一系列结构相似的最优化子问题，而
每个子问题的变量个数比原问题少很多，约束集合也简单得多，
故易于确定全局最优解。 

 特别是对于某些最优化问题(如非线性整数规划、离散模型)，其
指标函数、状态转移方程和允许决策集合不能用解析形式表达，
用解析方法无法求出最优解，而用动态规划却很容易。基于此，
目前有相当多的最优化问题，动态规划是求出其全局最优解的唯
一方法。 

▫ 能得到一族解，有利于分析结果。 

▫ 能利用经验，提高求解效率。 
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动态规划方法的优越性与不足之处 

• 不足之处 

▫ 尚无一个统一的标准模型可供应用。 

▫ 应用的局限性（状态变量须满足“无后效性”）。 

▫ 在数值求解时，存在“维数障碍”。 

 由于在大多数问题中，函数 𝑓𝑘(𝑠𝑘) 必须以状态𝑠𝑘集合内格点上
的数值来表示，故在计算机上进行计算时，每递推一段，都必须
把前一段算出的最优函数值在相应状态集合上的全部值存入内存
中。 

 当状态变量维数增大时，所需内存量成指数倍增长。在计算机内
存限制下，超过三维（包括三维）的问题用动态规划方法是不可
取的。目前已有不少方法可在一定程度上克服这个维数障碍，但
尚无一般的解决办法。 
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课堂练习：判断题(T/F) 

• (1)动态规划计算中的“维数障碍”主要是由于问
题中阶段数的急剧增加而引起。 

• (2)动态规划的基本方程是将一个多阶段决策问题
转化为一系列具有递推关系的单阶段决策问题。 

• (3)一个线性规划问题若转化为动态规划问题求解
时，应严格按照变量的下标顺序来划分阶段。 

• (4)在动态规划的基本方程中，凡子问题具有叠加

性质的，其边界条件取值均为零；子问题为乘积
型的，边界条件取值均为1。 
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