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𝑀/𝑀/c/∞/∞模型
• 模型概述

▫ 除并联的服务台数为c 外，𝑀/ 𝑀 /c/∞/∞模型与𝑀/ 𝑀 /1/∞/∞模型的其
余规定相同。

▫ 另外，规定各服务台工作是相互独立的，且平均服务率相同，即𝜇1 =
𝜇2 = ⋯ = 𝜇𝑐 = 𝜇.

▫ 整个服务机构的服务率为  
𝑐𝜇，当𝑛 ≥ 𝑐时

𝑛𝜇，当𝑛 < 𝑐时

▫ 𝜌 =
λ

𝑐𝜇
(<1)称为这个系统的服务强度，或称为服务机构的平均利用率。
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𝑀/𝑀/c/∞/∞模型
• 模型求解
▫ 系统的状态转移关系图

▫ 系统各状态的平衡方程

 

𝜇𝑃1 = λ𝑃0
𝑛 + 1 𝜇𝑃𝑛+1 + λ𝑃𝑛−1 = λ + 𝑛𝜇 𝑃𝑛 (1 ≤ 𝑛 < 𝑐)

𝑐𝜇𝑃𝑛+1 + λ𝑃𝑛−1 = λ + 𝑐𝜇 𝑃𝑛 (𝑛 ≥ 𝑐)

其中，  𝑖=0
∞ 𝑃𝑖 = 1 , 且𝜌 < 1（否则队列将排至无限远）.
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𝑀/𝑀/c/∞/∞模型
• 模型求解
▫ 系统的(稳态)状态概率

𝑃0 =
1

 𝑘=0
𝑐−1(𝑐𝜌)

𝑘

𝑘!
+

(𝑐𝜌)𝑐

𝑐!(1−𝜌)

𝑃𝑛 =
(𝑐𝜌)𝑛

𝑛!
𝑃0 (𝑛 = 1,2, … , 𝑐)

𝑃𝑛 =
(𝑐𝜌)𝑛

𝑐!𝑐𝑛−𝑐
𝑃0 (𝑛 = 𝑐, 𝑐 + 1,… )

其中𝜌 =
λ

𝑐𝜇
<1。(若𝜌 ≥ 1，则稳态不存在。)

▫ 系统中所有服务台都繁忙(即顾客到达后必须等待)的概率

𝑃 𝑛 ≥ 𝑐 =
(𝑐𝜌)𝑐

𝑐! (1 − 𝜌)
𝑃0
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𝑀/𝑀/c/∞/∞模型
• 模型求解
▫ 系统的运行指标

𝐿𝑞 =  𝑛=𝑐+1
∞ (𝑛 − 𝑐)𝑃𝑛 =

(𝑐𝜌)𝑐𝜌

𝑐!(1−𝜌)2
𝑃0 =

𝑃 𝑛≥𝑐 𝜌

1−𝜌

𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 +
λ

𝜇

𝑊𝑠 =
𝐿𝑠

λ

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

λ

▫ 备注
 当需要计算𝐿𝑠, 𝐿𝑞, 𝑊𝑠或𝑊𝑞时，可先计算出𝑃 𝑛 ≥ 𝑐 ，然后再根

据上述公式计算相应指标。

 由于模型中计算𝑃0比较复杂，现已有专门的数值表(关于𝑐和 𝜌)可
供使用。
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𝑀/𝑀/c/∞/∞模型
• 例4 某售票处有3个窗口，顾客的到达服从泊松过程，平均到达率每

分钟0.9人，服务（售票）时间服从负指数分布，平均服务率每分钟
0.4人。假设顾客到达后排成一队，依次向空闲的窗口购票。

• 分析：此即一个𝑀/ 𝑀 /c/∞/∞系统，其中 𝑐 = 3, λ = 0.9, 𝜇 = 0.4,

 λ 𝜇 = 2.25，𝜌 =
λ

𝑐𝜇
= 0.75(< 1).

5/28/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

7

窗口(1)

𝜇 = 0.4

窗口(2)

𝜇 = 0.4

窗口(3)

𝜇 = 0.4

λ = 0.9



𝑀/𝑀/c/∞/∞模型
• (例4)解：

▫ 整个售票处空闲的概率

𝑃0 =
1

 𝑘=0
𝑐−1(𝑐𝜌)

𝑘

𝑘!
+

(𝑐𝜌)𝑐

𝑐!(1−𝜌)

= 0.0748

▫ 顾客到达后必须等待的概率

𝑃 𝑛 ≥ 𝑐 =
(𝑐𝜌)𝑐

𝑐!(1−𝜌)
𝑃0 =

(2.25)3

3!(1−0.75)
× 0.0748 = 0.57

▫ 平均队列长

𝐿𝑞 =
𝑃 𝑛≥𝑐 𝜌

1−𝜌
= 0.57 ×

0.75

1−0.75
= 1.71

▫ 平均队长

𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 +
λ

𝜇
= 1.71 + 2.25 = 3.96

▫ 平均逗留时间

𝑊𝑠 =
𝐿𝑠

λ
=

3.96

0.9
= 4.4(分钟)

▫ 平均等待时间

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

λ
=

1.71

0.9
= 1.9(分钟)
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𝑀/𝑀/c型系统和c个𝑀/𝑀/1型系统的比较
• 例5 将例4中的系统修改如下：除排队方式外其他条件不变，但顾客到达

后在每个窗口前各排一队，且进入队列后坚持不变。这样就形成三个队
列(见下图)，而每个队列平均到达率为：

λ1 = λ2 = λ3 =  0.9 3 = 0.3(分钟)

因此，原来的𝑀/ 𝑀 / 3型系统就变成了有3个𝑀/ 𝑀 /1型子系统的系统。
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𝑀/𝑀/c型系统和c个𝑀/𝑀/1型系统的比较
• (例5)解：

▫ 按𝑀/ 𝑀 /1型解决该问题，并与例4中的𝑀/ 𝑀 /3型作比较，结果见下表：

▫ 从上表可看出：单队（𝑀/ 𝑀 /3型）比三队（ 3个𝑀/ 𝑀 /1型）有显著优
越性，在安排排队方式时应该注意。
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指标
模型

𝑀/ 𝑀 /3型 𝑀/ 𝑀 /1型

服务台空闲的概率𝑃0 0.0748 0.25 (每个子系统)

顾客必须等待的概率 0.57 0.75

平均队列长𝐿𝑞 1.71 2.25 (每个子系统)

平均队长𝐿𝑠 3.96 9.00 (整个系统)

平均逗留时间𝑊𝑠(分钟) 4.4 10

平等待时间𝑊𝑞(分钟) 1.9 7.5



𝑀/𝑀/c型系统和c个𝑀/𝑀/1型系统的比较
• (例5)解：
▫ 备注：

例5中𝑀/ 𝑀 /1型的计算：

 对于每个子系统，λ=0.3，𝜇 = 0.4，𝜌 =
0.3

0.4
= 0.75；

 每个子系统空闲的概率 𝑃0 = 1 − 𝜌 = 1 − 0.75 = 0.25；

 顾客必须等待的概率 1 − 𝑃0 = 1 − 0.25 = 0.75；

 平均队列长 𝐿𝑞 =
𝜌λ

𝜇−λ
= 2.25；

 平均队长（整个系统）3𝐿𝑠 = 3 ×
𝜌

1−𝜌
= 3 × 3 = 9；

 平均逗留时间𝑊𝑠 =
1

𝜇−λ
= 10；

 平均等待时间𝑊𝑞 = 𝑊𝑠 −
1

𝜇
= 7.5.
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𝑀/𝑀/c/𝑁/∞模型
• 模型概述

▫ 系统的容量最大限制为𝑁(≥ 𝑐)，当系统中顾客数𝑛已达到𝑁时，再来的顾
客即被拒绝，其他条件同𝑀/ 𝑀 /c/∞/∞模型。

• 模型求解
▫ 系统的状态概率

𝑃0 =
1

 𝑘=0
𝑐 (𝑐𝜌)𝑘

𝑘!
+
𝑐𝑐𝜌(𝜌𝑐−𝜌𝑁)

𝑐!(1−𝜌)

𝑃𝑛 =
(𝑐𝜌)𝑛

𝑛!
𝑃0 (𝑛 = 0,1,2, … , 𝑐)

𝑃𝑛 =
𝑐𝑐𝜌𝑛

𝑐!
𝑃0 (𝑛 = 𝑐, 𝑐 + 1,… , 𝑁)

其中𝜌 =
λ

𝑐𝜇
≠ 1。

▫ 备注：

 在本模型中不必对𝜌加以限制。

 𝜌 = 1时的概率公式需另行计算。

 由于公式计算复杂，现在已有一些专门的图表可供使用。
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𝑀/𝑀/c/𝑁/∞模型
• 模型求解
▫ 系统的运行指标

𝐿𝑞 =
(𝑐𝜌)𝑐𝜌𝑃0

𝑐!(1−𝜌)2
[1 − 𝜌𝑁−𝑐 − (𝑁 − 𝑐)𝜌𝑁−𝑐(1 − 𝜌)]

𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 +
λeff

𝜇

𝑊𝑠 =
𝐿𝑠

λeff

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

λeff

其中，λeff = λ(1 − 𝑃𝑁)为系统的有效到达率。

▫ 备注

 当𝑁 = 𝑐时即为损失制的情形。
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𝑀/𝑀/c/𝑁/∞模型
• 模型求解

▫ 𝑁 = 𝑐时(损失制)系统的状态概率

𝑃0 =
1

 𝑘=0
𝑐 (𝑐𝜌)𝑘

𝑘!

𝑃𝑛 =
(𝑐𝜌)𝑛

𝑛!
𝑃0 (𝑛 = 1,2, … , 𝑐)

其中， 𝑛 = 𝑐时关于𝑃𝑐的公式称为爱尔朗损失公式。

▫ 𝑁 = 𝑐时(损失制)系统的运行指标

𝐿𝑞 = 0

𝐿𝑠 =  𝑛=1
𝑐 𝑛𝑃𝑛 = 𝑐𝜌(1 − 𝑃𝑐)

𝑊𝑠 =
1

𝜇

𝑊𝑞 = 0

𝐿𝑠也为正在使用的服务台数的期望值。

5/28/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

14



𝑀/𝑀/c/∞/𝑚 模型
• 模型概述
▫ 顾客总体(顾客源)为有限数𝑚，且𝑚 > 𝑐，与𝑀/ 𝑀 /1/∞/𝑚一样，
顾客的到达率λ按每个顾客来考虑。

▫ 以机器因故障停机待修问题为例来说明：

 设共有𝑚台机器（顾客总体由𝑚台机器构成），机器因故障停机表示
“到达”，待修的机器形成单个队列， 𝑐个修理工人即为𝑐个服务员。

 每个顾客的到达率𝝀是指每台机器每单位运转时间出故障的期望次数。

 同一台机器出了故障（到来）并经修好后（服务完成）仍可再出故障。

 𝑐个修理工人的修理技术相同，修理(服务)时间均服从参数为𝜇的负指数
分布。

 故障机器的修复时间和正在生产的机器是否发生故障是相互独立的。

▫ 模型符号𝑀/ 𝑀 / c /∞/𝑚中第四项为∞，表示对系统的容量没有限
制，但实际上它不会超过𝑚，该模型符号又可写成𝑀/ 𝑀 / c /𝑚/𝑚.
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𝑀/𝑀/c/∞/𝑚 模型
• 模型求解
▫ 系统的状态概率

𝑃0 =
1

𝑚!
∙

1

 𝑘=0
𝑐 1

𝑘! 𝑚−𝑘 !

𝑐𝜌

𝑚

𝑘
+
𝑐𝑐

𝑐!
 𝑘=𝑐+1
𝑚 1

𝑚−𝑘 !

𝜌

𝑚

𝑘

𝑃𝑛 =
𝑚!

𝑚−𝑛 !𝑛!

λ

𝜇

𝑛
𝑃0 (1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑐)

𝑃𝑛 =
𝑚!

𝑚−𝑛 !𝑐!𝑐𝑛−𝑐
λ

𝜇

𝑛
𝑃0 (𝑐 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚)

其中，𝜌 =
𝑚λ

𝑐𝜇
.
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𝑀/𝑀/c/∞/𝑚 模型
• 模型求解
▫ 系统的运行指标

𝐿𝑞 =  𝑛=𝑐+1
𝑚 (𝑛 − 𝑐)𝑃𝑛

𝐿𝑠 =  𝑛=1
𝑚 𝑛𝑃𝑛 = 𝐿𝑞 +

λeff

𝜇

𝑊𝑠 =
𝐿𝑠

λeff

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

λeff

其中，λeff = λ(𝑚 − 𝐿𝑠)为系统的有效到达率。

▫ 备注：

 由于计算过于复杂，有专门的数值表格可供使用。
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𝑀/𝑀/c/∞/𝑚 模型
• 例6 设有两个修理工人，负责5台机器的正常运行，每台机器平均损

坏率为每运转小时1次，两工人能以相同的平均修复率4台/小时修好
机器。求： (1)等待修理的机器平均数；(2)需要修理的机器平均数；
(3)有效损坏率；(4)等待修理时间；(5)停工时间。

• 解：

▫ 此为𝑀/ 𝑀 /c/∞/𝑚模型：𝑚 = 5, 𝑐 = 2, λ = 1 (次/小时), 𝜇 = 4(台/小时)。

𝑃0 =
1

𝑚!
∙

1

 𝑘=1
𝑐 1

𝑘! 𝑚−𝑘 !

𝑐𝜌

𝑚

𝑘
+
𝑐𝑐

𝑐!
 𝑘=𝑐+1
𝑚 1

𝑚−𝑘 !

𝜌

𝑚

𝑘 = 0.3149

𝑃1 = 0.394, 𝑃2 = 0.197, 𝑃3 = 0.074, 𝑃4 = 0.018, 𝑃5 = 0.002

▫ (1) 𝐿𝑞 = 𝑃3 + 2𝑃4 + 3𝑃5 = 0.118

▫ (2) 𝐿𝑠 =  𝑛=1
𝑚 𝑛𝑃𝑛 = 1.094

▫ (3) λeff = λ 𝑚 − 𝐿𝑠 = 3.906

▫ (4) 𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

λeff
= 0.03(小时)

▫ (5) 𝑊𝑠 =
𝐿𝑠

λeff
= 0.28(小时)
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