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𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型概述

▫ 输入过程

 顾客源为无限，顾客单个到来，相互独立，一定时间内到
达的顾客数服从泊松分布，到达过程是平稳的。

▫ 排队规则
 单队，队长无限制，先到先服务。

▫ 服务机构

 单服务台，各顾客的服务时间相互独立，服从相同的负指
数分布。

▫ 到达间隔时间和服务时间是相互独立的
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𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的状态转移率图

▫ 系统各状态的平衡方程
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0 1 2 n-1 n n+1

λλ λ λ

𝜇𝜇 𝜇 𝜇

⋯ ⋯状态

 
λ𝑃𝑛−1 + 𝜇𝑃𝑛+1 = (𝜇 + λ)𝑃𝑛 (𝑛 = 1,2,… )

𝜇𝑃1 = λ𝑃0



𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 状态平衡方程的解：稳态概率

𝑃1 =
λ

𝜇
𝑃0,  𝑃2 =

λ

𝜇

2
𝑃0, …,  𝑃𝑛 =

λ

𝜇

𝑛
𝑃0

设𝜌 =
λ

𝜇
< 1 (否则队列将排至无限远)，则由概率的性质可知

 𝑛=0
∞ 𝑃𝑛 = 1

从而有

𝑃0 𝑛=0
∞ 𝜌𝑛 = 𝑃0

1

1−𝜌
= 1

得到系统状态为𝑛的概率(稳态概率)
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𝑃0 = 1 − 𝜌

𝑃𝑛 = 1 − 𝜌 𝜌𝑛, (𝑛 = 1,2, … )



𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 𝜌的实际意义

 上式中，𝜌的表达式不同，可以有不同的解释：

 𝜌 =
λ

𝜇
： 平均到达率与平均服务率之比；

 𝜌 =
 1 𝜇

 1 λ
：一个顾客的服务时间与到达间隔时间之比，称为服务强度

（traffic intensity），或称为话务强度，这是早期排队论创立者爱尔
朗等人在研究电话理论时用的术语，一直沿用至今；

 𝜌 = 1 − 𝑃0：系统中至少有一个顾客的概率，即服务机构的利用率，
反映了服务机构的繁忙程度。
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𝑃0 = 1 − 𝜌

𝑃𝑛 = 1 − 𝜌 𝜌𝑛, (𝑛 = 1,2, … )



𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的运行指标
 在系统中的平均顾客数 (队长期望值)

𝐿𝑠 =  𝑛=0
∞ 𝑛𝑃𝑛 =  𝑛=1

∞ 𝑛(1 − 𝜌)𝜌𝑛

= 𝜌 + 2𝜌2 + 3𝜌3 +⋯ − 𝜌2 + 2𝜌3 + 3𝜌4 +⋯

= 𝜌 + 𝜌2 + 𝜌3 +⋯ =
𝜌

1−𝜌
, 0 < 𝜌 < 1

或 𝐿𝑠 =
λ

𝜇−λ

 在队列中等待的平均顾客数 (队列长期望值)

𝐿𝑞 =  𝑛=1
∞ (𝑛 − 1)𝑃𝑛 =  𝑛=1

∞ 𝑛𝑃𝑛 −  𝑛=1
∞ 𝑃𝑛

= 𝐿𝑠 − 𝜌 =
𝜌2

1−𝜌
=

𝜌λ

𝜇−λ
, 0 < 𝜌 < 1
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𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的运行指标
 在系统中顾客逗留时间的期望值

𝑊𝑠 = 𝐸 𝑊 =
1

𝜇−λ

 在队列中顾客等待时间的期望值

𝑊𝑞 = 𝑊𝑠 −
1

𝜇
=

𝜌

𝜇−λ

 备注：
 可以证明：

在𝑀/ 𝑀 /1 /∞/ ∞情形下，顾客在系统中逗留的时间𝑊服从参数为𝜇 − λ

的负指数分布，其概率密度函数为𝑓𝑊 𝑡 = (𝜇 − λ)𝑒− 𝜇−λ 𝑡，从而有

𝐸 𝑊 =
1

𝜇−λ
. 

 参见《运筹学》，第四版，365页。
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𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的运行指标
 上述各式归纳如下

 其相互关系如下（ Little公式 ）

 备注：

 下列公式称为Little公式 (Little’s  queuing formula)。只要稳态概率分布存在，
则该组公式对任何排队系统都适用：
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1 𝐿𝑠 =
λ

𝜇−λ
(2) 𝐿𝑞 =

𝜌λ

𝜇−λ

(3) 𝑊𝑠 =
1

𝜇−λ
(4) 𝑊𝑞 =

𝜌

𝜇−λ

1 𝐿𝑠 = λ𝑊𝑠 (2) 𝐿𝑞 = λ𝑊𝑞

(3) 𝑊𝑠 = 𝑊𝑞 +
1

𝜇
(4) 𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 +

λ

𝜇

𝐿𝑠 = λ𝑊𝑠， 𝐿𝑞 = λ𝑊𝑞



𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的运行指标
 在系统中顾客逗留时间𝑊小于等于𝑡的概率

𝑃(𝑊 ≤ 𝑡) =  
0

𝑡

𝜇 − 𝜆 𝑒− 𝜇−λ 𝑡𝑑𝑡 = 1 − 𝑒− 𝜇−λ 𝑡

 在系统中顾客逗留时间𝑊大于𝑡的概率

𝑃(𝑊 > 𝑡) = 1 − 𝑃(𝑊 ≤ 𝑡) = 𝑒− 𝜇−λ 𝑡

 在队列中顾客等待时间𝑄小于等于𝑡的概率

𝑃 𝑄 ≤ 𝑡 = 1 − 𝜌𝑒− 𝜇−λ 𝑡 , 𝑡 ≥ 0, 𝜌 < 1

 在队列中顾客等待时间𝑄大于𝑡的概率

𝑃 𝑄 > 𝑡 = 𝜌𝑒− 𝜇−λ 𝑡 , 𝑡 ≥ 0, 𝜌 < 1

5/27/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

10



𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的运行指标
 备注：

 可以证明：在𝑀/ 𝑀 /1/∞/ ∞情形下，顾客在队列中排队等待
的时间𝑄的概率密度函数为

𝑓𝑄 𝑡 =  
1 − 𝜌, 𝑡 = 0

𝜌 𝜇 − λ 𝑒− 𝜇−λ 𝑡, 𝑡 > 0
，且有𝐸 𝑄 =

𝜌

𝜇−λ

 不同服务规则（先到先服务、后到先服务、随机服务）的不同
点主要反映在等待时间的分布函数的不同，而一些期望值是相
同的。上述讨论的各种指标都是期望值，因此其计算公式对三
种服务规则都适用 (但对于具有优先权的服务规则不适用).
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𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 例1 某医院手术室根据病人来诊和完成手术时间的记录，任意抽查了

100个工作小时，每小时来就诊的病人数𝑛的出现次数如下表所示。
又任意抽查了100个完成手术的病例，所用时间𝑣(小时)出现的次数亦
见下表。

5/27/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

12

到达的病人数𝑛 出现次数𝒇𝒏 为病人完成手术时间𝑣(小时) 出现次数𝒇𝒗

0 10 0.0~0.2 38

1 28 0.2~0.4 25

2 29 0.4~0.6 17

3 16 0.6~0.8 9

4 10 0.8~1.0 6

5 6 1.0~1.2 5

6以上 1 1.2以上 0

合计 100 合计 100



𝑀/𝑀/1/∞/∞模型
• 解：

▫ 每小时平均到达率 =
 𝑛𝑓𝑛

100
= 2.1(人/小时)

▫ 每次手术平均时间 =
 𝑣𝑓𝑣

100
= 0.4(小时/人)

▫ 每小时完成手术人数(平均服务率) =
1

0.4
= 2.5(人/小时)

▫ 取λ = 2.1, 𝜇 = 2.5，可以通过统计检验的方法，认为病人到达数服从参数
为λ = 2.1的泊松分布，手术时间服从参数为𝜇 = 2.5的负指数分布。

▫ 𝜌 =
λ

𝜇
=

2.1

2.5
= 0.84，它说明服务机构（手术室）有84%的时间是繁忙的

（被利用），有16%的时间是空闲的。

▫ 在病房中病人数的期望值 𝐿𝑠 =
λ

𝜇−λ
=

2.1

2.5−2.1
= 5.25(人)

排队等待的病人数的期望值 𝐿𝑞 = 𝜌𝐿𝑠 = 0.84 × 5.25 = 4.41(人)

病人在病房中逗留时间的期望值𝑊𝑠 =
1

𝜇−λ
=

1

2.5−2.1
= 2.5(小时)

病人排队等待时间的期望值𝑊𝑞 =
𝜌

𝜇−λ
=

0.84

2.5−2.1
= 2.1(小时)

5/27/2020Haiyan Lu
Jiangnan University

13



𝑀/ 𝑀 /1/𝑁/ ∞模型
• 模型概述

▫ 系统的最大容量为𝑁，排队等待的顾客数最多为𝑁 − 1.

▫ 在某时刻一顾客到达时，若系统中已有𝑁个顾客，则该顾客
就被拒绝进入系统。

▫ 当𝑁 = 1时，即为即时制的情形；当𝑁 → ∞时，即为容量无
限制的情形(𝑀/ 𝑀 /1/∞/ ∞模型)
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𝑀/𝑀/1/𝑁/∞模型
• 模型求解

▫ 考虑稳态的情形，作出各状态间概率强度的转换关系图.

▫ 根据上图，写出状态概率的平衡方程：

 

𝜇𝑃1 = λ𝑃0
𝜇𝑃𝑛+1 + λ𝑃𝑛−1 = 𝜇 + λ 𝑃𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1

𝜇𝑃𝑁 = λ𝑃𝑁−1

其中，𝑃0 + 𝑃1 +⋯+ 𝑃𝑁 = 1
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0 1 𝑁 − 1 N

λ λ

𝜇 𝜇

⋯n-1 n n+1

λ λ

𝜇 𝜇

⋯ ⋯



𝑀/𝑀/1/𝑁/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的各状态概率（稳态概率）

 
𝑃0 =

1−𝜌

1−𝜌𝑁+1

𝑃𝑛 =
1−𝜌

1−𝜌𝑁+1 𝜌
𝑛 (1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁)

其中 𝜌 =
λ

𝜇
，𝜌 ≠ 1.

▫ 备注
 对于𝑀/ 𝑀 /1/𝑁/ ∞模型, 若𝜌 = 1(即λ = 𝜇), 代入状态平衡方程求解可得

𝑃0 = 𝑃1 = ⋯ = 𝑃𝑁 =
1

𝑁+1

从而 𝐿𝑠 =
𝑁

2
.

 在𝑀/ 𝑀 /1/ ∞ / ∞模型中，有𝜌 < 1这个要求；而在𝑀/ 𝑀 /1/𝑁/ ∞模型
中，则无此要求，但当𝜌 > 1时，损失率𝑃𝑁 (或被拒绝排队的顾客平均
数λ𝑃𝑁)将会很大。
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𝑀/𝑀/1/𝑁/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的运行指标
 队长期望值

𝐿𝑠 =  𝑛=0
𝑁 𝑛𝑃𝑛 =

𝜌

1−𝜌
−

𝑁+1

1−𝜌𝑁+1 𝜌
𝑁+1, 𝜌 ≠ 1

 队列长期望值

𝐿𝑞 =  𝑛=1
𝑁 (𝑛 − 1)𝑃𝑛 = 𝐿𝑠 − (1 − 𝑃0)

 顾客逗留时间期望值

𝑊𝑠 =
𝐿𝑠

λeff
=

𝐿𝑠

λ(1−𝑃𝑁)
=

𝐿𝑠

𝜇(1−𝑃0)

 顾客等待时间期望值

𝑊𝑞 = 𝑊𝑠 −
1

𝜇
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𝑀/𝑀/1/𝑁/∞模型
• 模型求解

▫ 系统的运行指标
 注意：在本模型中应用 Little公式时，需将平均到达率 λ 换成
有效到达率 λeff。这里 λeff = λ(1 − 𝑃𝑁)，且有1 − 𝑃0 = λeff/𝜇 .
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1 𝐿𝑠 = λeff𝑊𝑠 (2) 𝐿𝑞 = λeff𝑊𝑞

(3) 𝑊𝑠 = 𝑊𝑞 +
1

𝜇
(4) 𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 +

λeff

𝜇

𝑀/ 𝑀 /1/𝑁/ ∞模型中系统
运行指标的Little 公式



𝑀/𝑀/1/𝑁/∞模型
• 例2 单人理发馆有6个椅子接待人们排队等待理发。当6个
椅子都坐满时，后来到的顾客不进店就离开。顾客平均到
达率为3人/小时，理发需时平均15分钟。求：

▫ 某顾客一到达就能理发的概率；

▫ 需要等待的顾客数的期望值；

▫ 有效到达率；

▫ 一顾客在理发馆内逗留时间的期望值；

▫ 在可能到来的顾客中不等待就离开的概率。
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𝑀/𝑀/1/𝑁/∞模型
• 解：

此为𝑀/ 𝑀 /1/𝑁/ ∞模型，其中𝑁 = 7.

λ = 3(人/小时)， μ = 4(人/小时)，𝜌 =  λ 𝜇 =  3 4.

▫ 某顾客一到达就能理发(相当于理发馆内没有顾客)的概率

𝑃0 =
1−𝜌

1−𝜌𝑁+1 =
1−  3 4

1−(  3 4)8
= 0.2778

▫ 需要等待的顾客数的期望值

由𝐿𝑠 =
𝜌

1−𝜌
−

𝑁+1

1−𝜌𝑁+1 𝜌
𝑁+1 =

 3 4

1−  3 4
−

7+1

1−  3 4 8 ×  3 4 8 = 2.11,

可得

𝐿𝑞 = 𝐿𝑠 − 1 − 𝑃0 = 2.11 − 1 − 0.2778 = 1.39
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𝑀/𝑀/1/𝑁/∞模型
• 解（续）：

▫ 有效到达率

λeff = 𝜇 1 − 𝑃0 = 4 × 1 − 0.2778 = 2.89 (人/小时)

▫ 一顾客在理发馆内逗留时间的期望值

𝑊𝑠 =
𝐿𝑠
λeff

=
2.11

2.89
= 0.73 小时 = 43.8(分钟)

▫ 在可能到来的顾客中不等待就离开(即系统中有7个顾客)的概
率(即顾客损失率)

𝑃7 =
1 − 𝜌

1 − 𝜌8 𝜌
7 =

1 −  3 4

1 − (  3 4)8
× (  3 4)7≈ 3.7%
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𝑀/𝑀/1/∞/𝑚 模型
• 模型概述

▫ 以机器因故障停机待修问题为例来说明：

 设共有𝑚台机器（顾客总体由𝑚台机器构成），机器因故障停机表示
“到达”，待修的机器形成队列，修理工人为服务员，本模型考虑单服
务员情形。

 类似例子：𝑚个打字员共用一台打字机；𝑚个会计分析员共用一个计
算机终端。

▫ 顾客总体只有𝑚个顾客，但每个顾客到来并经过服务后，仍回到原
来总体，所有仍然可以到来。

 在机器故障问题中，同一台机器出了故障（到来）并经修好后（服务完
成）仍可再出故障。

▫ 模型符号𝑀/ 𝑀 /1/∞/𝑚中第四项(系统容量限制)为∞，表示对系统
的容量没有限制，但实际上它不会超过𝑚，该模型符号又可写成
𝑀/ 𝑀 /1/𝑚/𝑚.
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𝑀/𝑀/1/∞/𝑚 模型
• 模型概述

▫ 关于平均到达率

 当顾客总体为无限时，是按全体顾客来考虑。

 当顾客总体为有限时，则按每个顾客来考虑：

 设每个顾客的到达率(每台机器单位运转时间内发生故障的概率或平均次数)均
为λ，这时在系统外的平均顾客数为𝑚− 𝐿𝑠，故对系统的有效到达率 λeff应为

λeff = λ 𝑚 − 𝐿𝑠 = 𝜇(1 − 𝑃0)
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𝑀/𝑀/1/∞/𝑚模型
• 模型求解

▫ 考虑稳态的情形，作出各状态间概率强度的转换关系图.

▫ 根据上图，写出状态概率的平衡方程：

 

𝜇𝑃1 = 𝑚λ𝑃0
𝜇𝑃𝑛+1 + 𝑚 − 𝑛 + 1 λ𝑃𝑛−1 = 𝑚 − 𝑛 λ + 𝜇 𝑃𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 1

𝜇𝑃𝑚 = λ𝑃𝑚−1

其中， 𝑃0 + 𝑃1 +⋯+ 𝑃𝑚 = 1（因而不要求𝜌 =  λ 𝜇 < 1）
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𝑀/𝑀/1/∞/𝑚模型
• 模型求解

▫ 系统的各状态概率（稳态概率）

𝑃0 =
1

 𝑖=0
𝑚 𝑚!

𝑚−𝑖 !

λ

𝜇

𝑖

𝑃𝑛 =
𝑚!

𝑚−𝑛 !

λ

𝜇

𝑛
𝑃0 (1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚)

▫ 系统的运行指标 (仍然满足Little公式，但需将λ换成 λeff)
𝐿𝑠 = 𝑚 −

𝜇

λ
(1 − 𝑃0)

𝐿𝑞 = 𝑚 −
𝜆+𝜇 1−𝑃0

λ
= 𝐿𝑠 − 1 − 𝑃0 = 𝐿𝑠 −

λeff

𝜇

𝑊𝑠 =
𝑚

𝜇(1−𝑃0)
−

1

λ
=

𝐿𝑠

λeff

𝑊𝑞 = 𝑊𝑠 −
1

𝜇

▫ 在机器故障问题中，𝐿𝑠即为平均故障机器台数，𝑚 − 𝐿𝑠为正常运转的平均

机器台数：𝑚 − 𝐿𝑠 =
𝜇

λ
(1 − 𝑃0)
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𝑀/𝑀/1/∞/𝑚 模型
• 例3 某车间有5台机器，每台机器的连续运转时间服从负
指数分布，平均连续运转时间15分钟，有一个修理工，每
次修理时间服从负指数分布，平均每次12分钟。求：

▫ 修理工空闲的概率；

▫ 5台机器都出故障的概率；

▫ 出故障的平均台数；

▫ 等待修理的平均台数；

▫ 平均停工时间；

▫ 平均等待修理时间；

▫ 评价这些结果。
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𝑀/𝑀/1/∞/𝑚 模型
• 解：

此为𝑀/ 𝑀 /1/∞/𝑚 模型，𝑚 = 5， λ =
1

15
（台/分钟） ，

𝜇 =
1

12
（台/分钟）， 𝜌 =

λ

𝜇
= 0.8.

▫ 修理工空闲的概率

𝑃0 =
1

 𝑖=0
𝑚 𝑚!

𝑚−𝑖 !

λ

𝜇

𝑖 = 0.0073

▫ 5台机器都出故障的概率

𝑃5 =
5!

0!
0.8 5𝑃0 = 0.287

▫ 出故障的平均台数

𝐿𝑠 = 𝑚 −
𝜇

λ
1 − 𝑃0 = 5 −

1

0.8
1 − 0.0073 = 3.76（台）
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𝑀/𝑀/1/∞/𝑚 模型
• 解（续）：

▫ 等待修理的平均台数
𝐿𝑞 = 𝐿𝑠 − 1 − 𝑃0 = 3.76 − 1 − 0.0073 = 2.77（台）

▫ 平均停工时间

𝑊𝑠 =
𝑚

𝜇(1 − 𝑃0)
−
1

λ
=

5

1
12

1 − 0.0073
− 15 = 46（分钟）

▫ 平均等待修理时间

𝑊𝑞 = 𝑊𝑠 −
1

𝜇
= 46 − 12 = 34（分钟）

▫ 评价：机器停工时间过长，修理工几乎没有空闲时间，应当
提高服务减少修理时间或增加修理工人。
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