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动态规划与静态规划 

• 数学规划 

▫ 线性规划、非线性规划、整数规划、动态规划均为数学
规划，其本质为求极值的问题，可用迭代法逐步求解。 

• 静态规划 

▫ 线性规划、非线性规划、整数规划问题通常与时间无关，
故又称为静态规划。 

• 化静态规划为动态规划 

▫ 对于某些静态规划问题，可以人为地引入时间因素，将
静态规划问题看做是按阶段进行的动态规划问题，因此
使动态规划方法成为求解某些线性、非线性及整数规划
问题的有效方法。 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 主要步骤 

▫ 把依次决定各个变量的取值看做是一个多阶段决策过程，
因此变量的个数即为阶段数。 

▫ 约束条件右端项表明可分配的资源量，用状态变量表示，
约束条件的个数即为状态变量的维数。 

▫ 求解的关键在于正确写出动态规划的基本方程(即递推
关系式)，有逆序和顺序两种递推方式。 

 逆序解法和顺序解法本质相同。 

 一般而言： 

当初始状态给定时，用逆序解法比较方便； 

当终止状态给定时，用顺序解法比较方便。 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 逆序解法 

 

 

 

 

 
 

 

 

    其中𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 𝑠𝑘 ,  𝑠𝑘+1= 𝑇𝑘 𝑠𝑘 , 𝑥𝑘 , 𝑘 = 𝑛, 𝑛 − 1, … , 1; 

    𝑉1,𝑛 = 𝑣1 𝑠1, 𝑥1 ∗ 𝑣2 𝑠2, 𝑥2 ∗ ⋯ ∗ 𝑣𝑛 𝑠𝑛, 𝑥𝑛 , 求opt𝑉1,𝑛.      

    这里“*”全为“+”或全为“×”, “opt”为“max”或“min”. 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 逆序解法 
▫ 设已知初始状态𝑠1，并设𝑓𝑘 𝑠𝑘 表示第𝑘阶段的初始状态为𝑠𝑘，从阶段𝑘到

阶段𝑛所得到的最大效益(也可设为最小费用)。 

▫ 阶段𝑛：𝑓𝑛 𝑠𝑛 = max
𝑥𝑛∈𝐷𝑛 𝑠𝑛

[𝑣𝑛 𝑠𝑛, 𝑥𝑛 ∗ 𝑓𝑛+1 𝑠𝑛+1 ], 解此一维极值问题，得

到最优解𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 𝑠𝑛 和最优值𝑓𝑛 𝑠𝑛 . 

▫ 阶段𝑛 − 1： 𝑓𝑛−1 𝑠𝑛−1 = max
𝑥𝑛−1∈𝐷𝑛−1 𝑠𝑛−1

[𝑣𝑛−1 𝑠𝑛−1, 𝑥𝑛−1 ∗ 𝑓𝑛 𝑠𝑛 ], 其中

 𝑠𝑛= 𝑇𝑛−1 𝑠𝑛−1, 𝑥𝑛−1 , 解得最优解𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛−1 𝑠𝑛−1 和最优值𝑓𝑛−1 𝑠𝑛−1 . 

▫ 阶段𝑘： 𝑓𝑘 𝑠𝑘 = max
𝑥𝑘∈𝐷𝑘 𝑠𝑘

[𝑣𝑘 𝑠𝑘 , 𝑥𝑘 ∗ 𝑓𝑘+1 𝑠𝑘+1 ],其中 𝑠𝑘+1= 𝑇𝑘 𝑠𝑘 , 𝑥𝑘 , 

解得最优解𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 𝑠𝑘 和最优值𝑓𝑘 𝑠𝑘 . 

▫ 阶段1：𝑓1 𝑠1 = max
𝑥1∈𝐷1 𝑠1

[𝑣1 𝑠1, 𝑥1 ∗ 𝑓2 𝑠2 ]，其中 𝑠2= 𝑇1 𝑠1, 𝑥1 , 解得最

优解𝑥1 = 𝑥1 𝑠1 和最优值𝑓1 𝑠1 . 

▫ 由于初始状态𝑠1已知，故𝑥1 = 𝑥1 𝑠1 和𝑓1 𝑠1 可随之确定；依此类推，按
与上述递推过程相反的顺序推算可逐步确定每段的决策和效益。 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 例3 用逆序解法求解下述问题 
max 𝑧 = 𝑥1𝑥2

2𝑥3 

 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 𝑐  (𝑐 > 0)

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3
 

• 解：将问题按变量个数划分为3个阶段。取问题中的变量𝑥1, 𝑥2, 
𝑥3为决策变量，取第𝑘阶段初约束条件右端项(资源)的剩余值为
状态变量𝑠𝑘，显然𝑠1 = 𝑐 (初始状态已知)。令𝑓𝑘 𝑠𝑘 表示第𝑘阶
段的初始状态为𝑠𝑘，从阶段𝑘到阶段3所得到的最大值。因此有
(状态转移方程)： 

𝑠2 = 𝑠1 − 𝑥1, 𝑠3 = 𝑠2 − 𝑥2, 𝑠4 = 𝑠3 − 𝑥3 

    确定决策变量的取值范围(允许决策集合)： 

0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑠1(= 𝑐), 0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑠2, 𝑥3 = 𝑠3  

    (计算可知𝑠4 = 0；取边界条件为𝑓4 𝑠4 = 1) 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 解：采用逆序解法，由后向前递推，依次有 

𝑓3 𝑠3 = max
𝑥3=𝑠3

𝑥3𝑓4 𝑠4 = 𝑠3, 𝑥3
∗ = 𝑠3； 

𝑓2 𝑠2 = max
0≤𝑥2≤𝑠2

𝑥2
2𝑓3 𝑠3 = max

0≤𝑥2≤𝑠2

𝑥2
2𝑠3  

            = max
0≤𝑥2≤𝑠2

𝑥2
2(𝑠2−𝑥2)   = max

0≤𝑥2≤𝑠2

ℎ2(𝑠2, 𝑥2)  

      由
dℎ2

d𝑥2
= 2𝑥2𝑠2 − 3𝑥2

2 = 0，得𝑥2 =
2

3
𝑠2和𝑥2 = 0(舍去), 

      又
d2ℎ2

d𝑥2
2 = 2𝑠2 − 6𝑥2，而

d2ℎ2

d𝑥2
2  

𝑥2=
2

3
𝑠2

= −2𝑠2 < 0，故    

      𝑥2 =
2

3
𝑠2为极大值点，因此𝑓2 𝑠2 =

4

27
𝑠2

3, 𝑥2
∗ =

2

3
𝑠2； 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 解：𝑓1 𝑠1 = max
0≤𝑥1≤𝑠1

𝑥1𝑓2 𝑠2 = max
0≤𝑥1≤𝑠1

𝑥1
4

27
𝑠2

3  

                                 = max
0≤𝑥1≤𝑠1

𝑥1
4

27
𝑠1 − 𝑥1

3 = max
0≤𝑥1≤𝑠1

ℎ1 𝑠1, 𝑥1  

同样按微分法求解，得𝑥1
∗ =

1

4
𝑠1, 𝑓1 𝑠1 =

1

64
𝑠1

4； 

反推求得各阶段的最优决策和最优值： 

由𝑠1 = 𝑐，得𝑥1
∗ =

1

4
𝑐, 𝑓1 𝑠1 =

1

64
𝑐4； 

由𝑠2 = 𝑠1 − 𝑥1
∗ =

3

4
𝑐，得𝑥2

∗ =
2

3
𝑠2 =

1

2
𝑐, 𝑓2 𝑠2 =

1

16
𝑐3； 

由𝑠3 = 𝑠2 − 𝑥2
∗ =

3

4
𝑐 −

1

2
𝑐 =

1

4
𝑐，得𝑥3

∗ =
1

4
𝑐, 𝑓3 𝑠3 =

1

4
𝑐. 

因此得到：最优解为 𝑥1
∗ =

1

4
𝑐, 𝑥2

∗ =
1

2
𝑐, 𝑥3

∗ =
1

4
𝑐； 

                     最优值为 max 𝑧 = 𝑓1 𝑠1 =
1

64
𝑐4. 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 顺序解法 

 

 

 

 

 
 

 

 

    其中𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 𝑠𝑘+1 ,  𝑠𝑘 = 𝑇𝑘
𝑟 𝑠𝑘+1, 𝑥𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛; 

    𝑉1,𝑛 = 𝑣1 𝑠2, 𝑥1 ∗ 𝑣2 𝑠3, 𝑥2 ∗ ⋯ ∗ 𝑣𝑛 𝑠𝑛+1, 𝑥𝑛 , 求opt𝑉1,𝑛.      

    这里“*”全为“+”或全为“×”, “opt”为“max”或“min”. 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 顺序解法 
▫ 设已知终止状态𝑠𝑛+1，并设𝑓𝑘 𝑠𝑘+1 表示第𝑘阶段的结束状态为𝑠𝑘+1，从阶

段1到阶段𝑘所得到的最大效益(也可设为最小费用)。 

▫ 阶段1：𝑓1 𝑠2 = max
𝑥1∈𝐷1 𝑠2

[𝑣1 𝑠2, 𝑥1 ∗ 𝑓0 𝑠1 ], 其中 𝑠1= 𝑇1
𝑟 𝑠2, 𝑥1 , 解得最

优解𝑥1 = 𝑥1 𝑠2 和最优值𝑓1 𝑠2 . 

▫ 阶段2： 𝑓2 𝑠3 = max
𝑥2∈𝐷2 𝑠3

[𝑣2 𝑠3, 𝑥2 ∗ 𝑓1 𝑠2 ], 其中 𝑠2= 𝑇2
𝑟 𝑠3, 𝑥2 , 解得最

优解𝑥2 = 𝑥2 𝑠3 和最优值𝑓2 𝑠3 . 

▫ 阶段𝑘： 𝑓𝑘 𝑠𝑘+1 = max
𝑥𝑘∈𝐷𝑘 𝑠𝑘+1

[𝑣𝑘 𝑠𝑘+1, 𝑥𝑘 ∗ 𝑓𝑘−1 𝑠𝑘 ]，其中 𝑠𝑘=

𝑇𝑘
𝑟 𝑠𝑘+1, 𝑥𝑘 , 解得最优解𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 𝑠𝑘+1 和最优值𝑓𝑘 𝑠𝑘+1 . 

▫ 阶段𝑛：𝑓𝑛 𝑠𝑛+1 = max
𝑥𝑛∈𝐷𝑛 𝑠𝑛+1

[𝑣𝑛 𝑠𝑛+1, 𝑥𝑛 ∗ 𝑓𝑛−1 𝑠𝑛 ]，其中 𝑠𝑛=

𝑇𝑛
𝑟 𝑠𝑛+1, 𝑥𝑛 , 解得最优解𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 𝑠𝑛+1 和最优值𝑓𝑛 𝑠𝑛+1 . 

▫ 由于终止状态𝑠𝑛+1已知，故𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 𝑠𝑛+1 和𝑓𝑛 𝑠𝑛+1 可随之确定；依此类
推，按与上述递推过程相反的顺序推算可逐步确定每段的决策和效益。 

5/9/2020 Haiyan Lu 
Jiangnan University 

11 



用动态规划方法求解静态规划 

• 例4 用顺序解法求解例3中的问题 
max 𝑧 = 𝑥1𝑥2

2𝑥3 

 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 𝑐  (𝑐 > 0)

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3
 

• 解：将问题按变量个数划分为3个阶段。取问题中的变量𝑥1, 𝑥2, 
𝑥3为决策变量，取第𝑘阶段末约束条件右端项(已分配的资源)的
累计值为状态变量𝑠𝑘+1，显然𝑠4 = 𝑐(终止状态已知)。              
令𝑓𝑘 𝑠𝑘+1 表示第𝑘阶段的结束状态为𝑠𝑘+1，从阶段1到阶段𝑘所
得到的最大值。因此有(状态转移方程)： 

𝑠1 = 𝑠2 − 𝑥1, 𝑠2 = 𝑠3 − 𝑥2, 𝑠3 = 𝑠4 − 𝑥3  

    确定决策变量的取值范围(允许决策集合)： 

𝑥1 = 𝑠2, 0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑠3, 0 ≤ 𝑥3 ≤ 𝑠4  

    (计算可知𝑠1 = 0；取边界条件为𝑓0 𝑠1 = 1) 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 解： 采用顺序解法，由前向后递推，依次有 

𝑓1 𝑠2 = max
𝑥1=𝑠2

𝑥1𝑓0 𝑠1 = max
𝑥1=𝑠2

𝑥1 = 𝑠2, 𝑥1
∗ = 𝑠2； 

𝑓2 𝑠3 = max
0≤𝑥2≤𝑠3

𝑥2
2𝑓1 𝑠2 = max

0≤𝑥2≤𝑠3

𝑥2
2𝑠2 = max

0≤𝑥2≤𝑠3

𝑥2
2(𝑠3−𝑥2)  

            =
4

27
𝑠3

3, 𝑥2
∗ =

2

3
𝑠3； 

𝑓3 𝑠4 = max
0≤𝑥3≤𝑠4

𝑥3𝑓2 𝑠3 = max
0≤𝑥3≤𝑠4

𝑥3

4

27
𝑠3

3  

            = max
0≤𝑥3≤𝑠4

𝑥3
4

27
𝑠4 − 𝑥3

3 =
1

64
𝑠4

4, 𝑥3
∗ =

1

4
𝑠4； 

由于已知𝑠4 = 𝑐 ，反推求得： 

最优解为 𝑥1
∗ =

1

4
𝑐, 𝑥2

∗ =
1

2
𝑐, 𝑥3

∗ =
1

4
𝑐； 

最优值为 max 𝑧 = 𝑓3 𝑠4 =
1

64
𝑐4. 
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用动态规划方法求解静态规划 
• 例5 用动态规划方法求解下述问题 

max 𝑧 = 4𝑥1
2 − 𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 12 

 
3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 ≤ 9

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3
 

• 解：将问题按变量个数划分为3个阶段。取问题中的变量𝑥1, 𝑥2, 
𝑥3为决策变量，取第𝑘阶段末约束条件右端项(已分配的资源)的
累积值为状态变量𝑠𝑘，显然 𝑠3 ≤ 9（终止状态的范围已知）。
令𝑓𝑘 𝑠𝑘 表示第𝑘阶段的结束状态为𝑠𝑘，从阶段1到阶段𝑘所得到
的最大值。因此有(状态转移方程)： 

𝑠0 = 𝑠1 − 3𝑥1, 𝑠1 = 𝑠2 − 2𝑥2, 𝑠2 = 𝑠3 − 𝑥3,  

    确定决策变量的取值范围(允许决策集合)： 

𝑥1 =
1

3
𝑠1, 0 ≤ 𝑥2 ≤

1

2
𝑠2, 0 ≤ 𝑥3 ≤ 𝑠3 

    (由状态变量定义可知𝑠0 = 0；取边界条件为𝑓0 𝑠0 = 0) 
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用动态规划方法求解静态规划 
• 解：采用顺序解法，由前向后递推，依次有 

𝑓1 𝑠1 = max
𝑥1=

𝑠1
3 

4𝑥1
2 + 𝑓0 𝑠0 =

4

9
𝑠1

2, 𝑥1
∗ =

1

3
𝑠1； 

𝑓2 𝑠2 = max
0≤𝑥2≤

𝑠2
2 

−𝑥2
2 + 𝑓1 𝑠1 = max

0≤𝑥2≤
𝑠2

2 
−𝑥2

2 +
4

9
𝑠1

2  

            = max
0≤𝑥2≤

𝑠2
2 

−𝑥2
2 +

4

9
(𝑠2 − 2𝑥2)2 = max

0≤𝑥2≤
𝑠2

2 
ℎ2 𝑠2, 𝑥2  

           由
dℎ2

d𝑥2
=

14

9
𝑥2 −

16

9
𝑠2 = 0，得𝑥2 =

8

7
𝑠2, 但该点不在允许 

           决策集合内，故 ℎ2 𝑠2, 𝑥2 的最大值必在两个端点上选取，  

           而ℎ2 0 =
4

9
𝑠2

2, ℎ2
𝑠2

2
= −

1

4
𝑠2

2, 故ℎ2 𝑠2, 𝑥2 的最大值点 

           在𝑥2 = 0处，因此得到： 

                             𝑓2 𝑠2 =
4

9
𝑠2

2,  𝑥2
∗ = 0； 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 解： 𝑓3 𝑠3 = max
0≤𝑥3≤𝑠3

2𝑥3
2 + 12 + 𝑓2 𝑠2  

                     = max
0≤𝑥3≤𝑠3

2𝑥3
2 + 12 +

4

9
(𝑠3 − 2𝑥3)2 = max

0≤𝑥3≤𝑠3

ℎ3 𝑠3, 𝑥3  

         由
dℎ3

d𝑥3
=

44

9
𝑥3 −

8

9
𝑠3 = 0，得𝑥3 =

2

11
𝑠3,又

d2ℎ3

d𝑥3
2 =

44

9
> 0， 

故该点为极小值点，而ℎ3 0 =
4

9
𝑠3

2 + 12, ℎ3 𝑠3 = 2𝑠3
2 + 12，故

ℎ3 𝑠3, 𝑥3 的最大值点在𝑥3 = 𝑠3处，因此得到 

                       𝑓3 𝑠3 = 2𝑠3
2 + 12,  𝑥3

∗ = 𝑠3 

由于𝑠3 ≤ 9，故须再对𝑠3求一次极值,  即max
𝑠3≤9

𝑓3 𝑠3 = max
𝑠3≤9

[2𝑠3
2 + 12], 

显然，当𝑠3 = 9时𝑓3 𝑠3 才能达到最大值，故𝑓3 9 = 174为最大值。
反推可求得： 

最优解为𝑥1
∗ = 0, 𝑥2

∗ = 0, 𝑥3
∗ = 9；最优值为max 𝑧 = 𝑓3 9 = 174. 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 备注 

▫ 例4中，若已知初始状态𝑠1 = 𝑐，也可用顺序法求解。
类似地，若已知终止状态，也可用逆序法求解。 

 参见《运筹学（清华第4版）》241页 

 针对问题的不同特点，灵活选用这两种求解方法，可
使求解过程简化。 
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用动态规划方法求解静态规划 

• 备注 

▫ 例5中，若先做代换，令𝑦1 = 3𝑥1， 𝑦2 = 2𝑥2， 
𝑦3 = 𝑥3，将原问题变为 

max 𝑧 =
4

9
𝑦1

2 −
1

4
𝑦2

2 + 2𝑦3
2 + 12 

 
𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 ≤ 9
𝑦𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,3

 

   再解此问题，然后变换回𝑥𝑖也可以。 
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