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整数线性规划问题
第五章



内容提要

• 整数线性规划问题的数学模型

• 割平面法

• 分支定界法

• 0-1型整数规划

• 指派问题与匈牙利法
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课后研读：教材《运筹学教程》
(第5版)134-140页的内容。



第1节
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整数线性规划数学模型的一般形式
• 整数线性规划

▫ 要求一部分或全部决策变量取整数的规划问题称为整数规划
(Integer Programming, IP)。

▫ 不考虑整数条件，由整数规划问题中余下的目标函数和约束
条件构成的规划问题称为该整数规划问题的松弛问题(slack 
problem)。

▫ 若整数规划问题的松弛问题是一个线性规划问题，则称该整
数规划为整数线性规划(Integer Linear Programming, ILP)。
 纯整数线性规划(Pure Integer Linear Programming) ：所有变
量取整数。有时也称为全整数规划。

 0-1整数线性规划：决策变量只取0或1的整数线性规划规划。

 混合整数线性规划(Mixed Integer Linear Programming)：部分
变量取整数。
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本章仅讨论整数线性规划，后面提到的整数规划，一般均指整数线性规划。



整数线性规划数学模型的一般形式
• 整数线性规划的数学模型

min 𝑐𝑋

s. t. ቐ
𝐴𝑋 = 𝑏
𝑋 ≥ 0
𝑥𝑖为整数，𝑖 = 1,… , 𝑛

其中，𝐴, 𝑏, 𝑐的定义如线性规划中所述。

• 该整数线性规划的松弛问题为

min 𝑐𝑋

s. t. ቊ
𝐴𝑋 = 𝑏
𝑋 ≥ 0
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整数规划的特点
• 整数规划与线性规划的关系

▫ 线性规划是连续变量的线性优化问题；整数规划是全部或部
分变量为离散变量的线性优化问题。

 很多管理问题无法归结为线性规划问题，但是却可通过设置逻辑
变量建立整数规划的数学模型

▫ 从结构上看，整数规划与线性规划差别不大，但求解难度却
大大增加。由于与线性规划结构相似，目前整数规划的一些
常用算法与线性规划的求解算法有关。

▫ 整数规划的求解方法：是否可将整数规划松弛问题的最优解
通过“舍入化整”来求解原整数规划问题？

 实际上，这样既不可靠，又不一定有效（因为常常得不到整数规
划的最优解，甚至根本不是可行解），因此，需要对整数规划问
题进行专门研究。
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整数规划的特点
• 整数规划与线性规划的关系

▫ 例1 求下述整数规划问题的最优解
max 𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2

൞

2𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 14
𝑥1 + 0.5𝑥2 ≤ 4.5

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0,且均取整数值

解：用图解法（见下页的图）求得该问题相应的线性规划问题（松弛
问题）的最优解为点(3.25, 2.5)。

用凑整法考虑四种组合：(4,3), (4,2), (3,3), (3,2)。

前三个点都不是可行解，而点(3,2)虽然是可行解，但不是最优解。

实际上，该问题的最优解为点(4,1), 𝑧∗ = 14。但(4,1)并不是松弛问
题可行域的顶点。

因此，一般地，直接用图解法或单纯形法无法求得整数规划问题的解。
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整数规划的特点
• 整数规划与线性规划的关系

▫ 解(续)：用图解法求解的情形
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𝑥1

𝑥2𝑥1 + 0.5𝑥2 = 4.5

2𝑥1 + 3𝑥2 = 14

𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2

𝑂 1 2 3 4

1

2

3
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整数规划应用举例

• 引入0-1变量的实际问题

▫ (1) 𝑚个约束条件（ ≤型）中只有𝑘个起作用

设𝑚个约束条件为:     

෍
𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 (𝑖 = 1,… ,𝑚)

 定义

𝑦𝑖 = ቊ
1, 第𝑖个约束条件不起作用

0, 第𝑖个约束条件起作用

又设𝑀为充分大的正数，则

൞
෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 +𝑀𝑦𝑖 (𝑖 = 1,… ,𝑚)

𝑦1 + 𝑦2 +⋯+ 𝑦𝑚 = 𝑚 − 𝑘

表明上述𝑚个约束条件中只有𝑘个起作用
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整数规划应用举例

• 引入0-1变量的实际问题
▫ (2) 约束条件的右端项可能是𝑟个值𝑏1, … , 𝑏𝑟中的某一个，即

෍
𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏1或𝑏2或…或𝑏𝑟

 定义

𝑦𝑖 = ൝
1, 约束条件右端项为𝑏𝑖
0, 否则

则上述条件可表示为

൝
σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ σ𝑖=1

𝑟 𝑏𝑖𝑦𝑖
𝑦1 + 𝑦2 +⋯+ 𝑦𝑟 = 1
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整数规划应用举例

• 引入0-1变量的实际问题
▫ (3) 两组条件中只满足一组

例如：若𝑥1 ≤ 4，则𝑥2 ≥ 1；否则(即若𝑥1 > 4) ， 𝑥2 ≤ 3.

 定义

𝑦𝑖 = ቊ
1, 第𝑖组条件不起作用

0, 第𝑖组条件起作用
(𝑖 = 1,2)

又𝑀设为充分大的正数，则上述条件可表示为

𝑥1 ≤ 4 +𝑀𝑦1
𝑥2 ≥ 1 −𝑀𝑦1
𝑥1 > 4 −𝑀𝑦2
𝑥2 ≤ 3 +𝑀𝑦2
𝑦1 + 𝑦2 = 1
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整数规划应用举例

• 引入0-1变量的实际问题
▫ (4) 用以表示含固定费用的函数
设𝑥𝑗为采用第𝑗种生产方式时的产品数量，其生产费用函数可表示为

𝐶𝑗(𝑥𝑗) = ൝
𝐾𝑗 + 𝑐𝑗𝑥𝑗, 𝑥𝑗 > 0时

0, 𝑥𝑗 = 0时

其中𝐾𝑗是跟产量无关的生产准备费用（固定成本）。问题的目标是使在所

有生产方式下总生产费用为最小，即min 𝑧 = σ𝑗=1
𝑛 𝐶𝑗(𝑥𝑗).

 定义 𝑦𝑗 = ൝
1, 𝑥𝑗 > 0时

0, 𝑥𝑗 = 0时
，并引入一个特殊的约束条件：𝑥𝑗 ≤ 𝑀𝑦𝑗

显然当𝑥𝑗 > 0时，必定有 𝑦𝑗 = 1.  从而上述问题可表示为

min 𝑧 = σ𝑗=1
𝑛 (𝑐𝑗𝑥𝑗 + 𝐾𝑗𝑦𝑗)

൝
0 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑀𝑦𝑗

𝑦𝑗 = 0或1

可以看出，当𝑥𝑗 = 0时，为使𝑧极小化，必定有𝑦𝑗 = 0.
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例如：某工厂为了生产某种产品，有几种
不同的生产方式可供选择，如选择投资高
的生产方式（选购自动化程度高的设备），
由于产量大，因而分配到每件产品的变动
成本就降低；反之，如选定投资低的生产
方式，将来分配到每件产品的变动成本可
能增加，所以必须全面考虑。



课堂练习
• 某公司拟在市东、西、南三区建立门市部。拟议中有7个
位置（点）𝐴𝑖 (𝑖 = 1,2,⋯ , 7)可供选择。规定：
▫ 在东区，由𝐴1, 𝐴2, 𝐴3三个点中至多选两个；

▫ 在西区，由𝐴4, 𝐴5两个点中至少选一个；

▫ 在南区，由𝐴6, 𝐴7两个点中至少选一个。

如选用𝐴𝑖点，设备投资估计为𝑏𝑖元，每年可获利润估计为
𝑐𝑖元，但投资总额不能超过𝐵元。问应选择哪几个点可使
年利润为最大？
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